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INTRODUCCIÓN 


Entre las disciplinas que constituyen el fundamento de la ins- 
trucción de ingenieros se encuentra la Geometría Descriptiva. 

La Geometría Descriptiva tiene por objeto la exposición y la 
argumentación de los métodos de construcción de las imágenes de las 
formas espaciales sobre un plano y los métodos de resolución de 
problemas de carácter geométrico por las imágenes dadas de estas 
formas Y. 

Las imágenes construidas por las reglas estudiadas en la Geome- 
tía Descriptiva permiten darse una idea de la forma de los objetos 
y do su disposición mutua en el espacio, determinar sus dimensiones, 
ostudiar las propiedades geométricas propias del objeto representado. 

La Geometría Descriptiva, provocando un trabajo intensivo do la 
imaginación espacial, la desarrolla. 

Por fin, la Geometría Descriptiva, transmite una serie de sus 
deducciones a la práctica de ejecución de dibujos técnicos, asegurando 
su carácter expresivo y su precisión y, por consiguiente, la posibili- 
dad do realización de los objetos representados. 

Las reglas de construcción de las imágenes, expuestas en la Geo- 
metría Descriptiva, se basan en el método de proyecciones. 

El estudio del método de proyecciones se inicia con la construc- 
ción de las proyecciones del punto, puesto que al construir la imágon 
de cualquier forma espacial se examina una serie de puntos perteno- 
cientes a esta forma. 


» Las formas ospaciales pueden ser representadas no sólo sobre un plano, 
sino también sobre cualquier otra superficie, por ejemplo, cilíndrica o esférica, 
lo cual se estudia en apartados especiales de la Geometría Descriptiva, 
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FORMACIÓN 
DE LAS PROYECCIONES 


$ 1. PROYECCIONES CENTRALES 


Para obtener las proyecciones centrales (proyección central), 
deben ser dados el plano de proyección y el centro de proyección, un 
punto exterior a este plano (fig. 1: el plano P y el punto S). Tomando 
cierto punto A y trazando por S y 4 una línea recta hasta su inter-= 
sección con el plano P, obtenemos el punto a,. De la misma manera 





Fig. 2 


procedemos, por ejemplo, con los puntos B y C. Los puntos ap, 5, 
y cp son las proyecciones centrales de los puntos 4, B y C sobre el 
plano P; éstos se obtienen en la intersección de las rectas proyectan- 


tes (o, de otra manera, rayos proyectantes) SA, SB y SC con el plano 
de proyección ». 


MAT centro do proyección so le llama también polo de proyección, y a la 
proyección central, proyección polar. 
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Si para cierto punto D_ (fig. 4) la recta proyectante resulta para- 
lela al plano de proyección, se ha aceptado considerar que éstos se 
cruzan en un punto infinitamente alejado: el punto D tiene también 
su proyección, pero infinitamente alejada (d.). 

Tomando un nuevo centro de proyección $, (fig. 2), sin variar 
la posición del plano P, obtenemos una nueva proyección del punto 
A, el punto ap,. Si se toma el centro S, en la misma recta proyectante 
SA, la proyección a, permanece invariable. 

Así pues, dados el plano de proyección y el centro de proyección 
(fig. 1) se puede construir la proyección del punto; pero, disponiendo 
de la proyección (por ejemplo, a) no se puede determinar por ella 
la posición del propio punto A en el espacio, puesto que cualquier 
punto de la recta proyectante SÁ se proyecta en un mismo punto; 
para una solución única, evidentemente, se necesitan condiciones 
suplementarias. 

La proyección de una línea puede ser construida proyectando 
una serie de sus puntos (fig. 3). En este caso, las rectas proyectantes 
forman en su conjunto una superficie cónica Y o pesden resultar en 
un mismo plano (por ejemplo, al proyectar una línea recta que no 
pase por el centro de proyección, o una quebrada y una curva, todos 
los puntos de las cuales están situados en un plano coincidente con 
el proyectante). 

Evidentemente, la proyección de una línea se obtiene en la in- 
tersección del plano proyectante con el plano de proyección (fig. 3). 





Fig. 3 Fig. 4 


Pero, como muestra la fig. 4, la proyección de una línea no determina 
a la línea proyectada, puesto que en la superficie proyectante se pue- 
den disponer toda una serie de líneas que tendrán por proyección 
una misma línea en el plano de proyección. 

De la proyección del punto y la línea se puede pasar a la proyec- 
ción de una superficie y un cuerpo. 


» En relación con esto, las proyecciones centrales se llaman también có- 
nicas. La noción sobre superficie cónica véase eu Estercometría. 
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$ 2. PROYECCIONES PARALELAS 


Examinemos ahora el método de proyección llamado paralelo. 

Acordemos de considerar a todas las rectas proyectantes parale- 
las. Para poder trazarlas deberá ser indicada cierta dirección (véase 
la flecha en la fig. 5). Las proyecciones así construidas se llaman 
paralélas. 


UL 


Fig. 6 





a proyección paralela puodo sor oxaminada como su caso particulas do 
la contedl, gáemitioniio que ol conteo do proyección está indintiaeniento alejado, 


Por consiguiente, llamaremos proyección paralela de un punto, 
al punto de intersección de la recta proyectante, trazada paralelamente 
a la dirección dada, con el plano de proyección. 

Para obtener la proyección paralela de una línea, se puede cons- 
truir las proyecciones de una serie de sus puntos y unir estas proyeccio- 
nes con una línea (fig. 6). 

En este caso, las rectas proyectantes forman en su conjunto una 
superficie cilíndrica; por esta razón, a las proyecciones paralelas se 
las llama también cilíndricas %. 

En las proyecciones paralelas, así como en las centrales: 

1) la superficie proyectante para una línea recta, en el caso ge- 
neral, es un plano, por lo cual, la línea recta se proyecta en general 
en forma de recta; 

2) cada punto y línea en el espacio tienen una sola proyección; 

3) cada punto en el plano de proyección puede ser la proyección 
de una infinidad de puntos, si por éstas pasa una recta proyectante 
común para todos ellos (fig. 5: el punto d, es la proyección de los 
puntos D, D, y D»); 

4) cada Lina en el plano de proyección puede ser la proyección 
de una multitud de líneas, si éstas están situadas en un plano pro- 
yectante común para todas ellas (fig. 7: el segmento apb, es la pro- 


» La noción de superficie cilíndrica véase en Estereometría, 
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yección de los segmentos AB y A,B, y del segmento 4¿B, de una 
Jínea curva plana); para obtener una solución única, evidentemente, 
se necesitan condiciones suplementarias; 

5) para construir la proyección de una recta es suficiente proyec- 
tar dos de sus puntos y unir las proyecciones obtenidas de estos pun- 
tos con una línea recta; 

6) si un punto pertenece a una recta, entonces, la proyección 
del punto pertenece a la proyección de esta recta (fig. 8: el punto 
K pertenece a una recta, la proyección k pertenece a la proyección 
de esta recta). 

Además de las propiedades enumeradas, para las proyecciones 
paralelas se pueden señalar las siguientes: 





Br 
A 
Aj 
A 2] 
o 
3 
Fig. 7 Fig. 8 


7) si la recta es paralela a la dirección de proyección (la recta 
AB en la fig. 8), la proyección de la recta (o de cualquier segmento 
de ella) es un punto (a), o el mismo b)); 

8) el segmento de una línea recta paralela al plano de proyec- 
ción, se proyecta sobre el plano en su magnitud natural (fig. 8: CD= 
«=cyd,, como segmentos de rectas paralelas entre líneas paralelas). 

Más adelante, serán examinadas algunas propiedades más de las 
proyecciones paralelas, que muestran las relaciones naturales en los 
objetos examinados que se conservan en las proyecciones de estos 
objetos. 

Aplicando los procedimientos de proyección paralela del punto 
y la recta, se pueden construir las proyecciones paralelas de una su- 
perficie y un cuerpo. 

Las proyecciones paralelas se dividen en oblicuángulas y rectan- 
gulares. En el primer coso, la dirección de proyección forma con el 
plano de proyección un ángulo diferente de 90”;"en el segundo caso, 
las rectas proyectantes son perpendiculares al plano de proyección. 

Al examinar las proyecciones paralelas, mno debería imaginarse 
alejado a una distancia infinitamente grande de la imagen. En reali 
dad, los objetos y sus imágenes se examinan desde una distancia fi- 
nita; además, los rayos que llegan a la vista del espectador forman 

jo cónica y no cilíndrica. Por consiguiente, una imagen 
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más natural se obtiene (observando determinadas condiciones) 
con ayuda de la proyección central y no de la paralela. Por esta 
razón, cuando se exige que la imagen dé la misma impresión visual 
que el propio objeto se emplean las proyecciones en perspectiva, cuya 
base es la proyección central ”. 

Pero, la relativamente gran simplicidad de construcción y las 
propiedades de las proyecciones paralelas, que aseguran la conserva- 
ción de las relaciones dimensionales naturales, explican la amplia 
aplicación de la proyección paralela, a pesar de la condicionalidad 
indicada más arriba. 


$ 3. MÉTODO DE MONGE 


Los conocimientos y procedimientos de construcción, condiciona- 
dos a la necesidad de imágenes planas de las formas espaciales, se 
acumulaban paulatinamente ya desde tiempos remotos. En el trans- 
curso de un largo período las imágenes planas se ejecutaban princi- 
palmente como imágenes demostrativas. Con el desarrollo de la 
técnica, el problema sobre el empleo del método que asegure la pre- 
cisión y facilidad de medición de las imágenes, es decir, la posibi- 
lidad de establecer con precisión la posición de cada punto de la 
imagen respecto a otros puntos o planos y con ayuda de simples 
procedimientos determinar las dimensiones de los segmentos de las 
líneas y de las figuras, ha adquirido un significado trascendental. 
Las separadas reglas y procedimientos de construcción de tales imá- 
genes, acumulados poco a poco, fueron reducidos a un sistema y de- 
sarrollados en la obra del científico francés Monge «Géometrie des- 
criptive» editada en ol año 1799. 

Gaspar Monge (1746—1818) pasó a la historia como un eminente 
geómetra francés de fines del siglo XVIII y principios del XIX, 
ingeniero, hombre público y de estado en la época de la revolución 
de los años 1789—1794 y gobernación de Napoleón I, uno de los fun= 
dadores de la famosa Escuela politécnica de París, participante del 
trabajo de introducción del sistema métrico de pesos y medidas. 
Siendo uno de los ministros del gobierno revolucionario de Francia, 
Monge hizo mucho para su defensa de la intervención extranjera y el 
triunfo de las tropas revolucionarias. Mongo no tuvo la posibilidad 
de publicar inmediatamente su obra con la exposición del método 
elaborado por él. Teniendo en cuenta la gran importancia práctica 
de este método para la ejecución de dibujos de objetivos de signi- 
ficado militar y no deseando que el método de Monge se hiciera cono- 
cido fuera de las fronteras de Francia, el gobierno francés prohibió 
la impresión de este libro. Solamente al final del siglo XVII fue 











Las proyecciones on perspectiva no entran en el programa dol presente 
130. 
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levantada esta prohibición. Después de la restauración de los Bor- 
bones, Gaspar Monge fue objeto de persecución, se vio obligado a 
ocultarse y dio fin a su vida en la miseria. El método expuesto por 
Monge, el método de proyección paralela (con la particularidad de 
que se toman las proyecciones rectangulares sobre dos planos de pro- 
yección recíprocamente perpendiculares), asegurando la fuerza de 
expresión, la precisión y la facilidad de medición de las imágenes 
de los objetos sobre el plano, fue y sigue siendo el método principal 
de ejecución de dibujos técnicos. 

palabra rectangular se sustituye frecuentemente por la palabra 
ortogonal, formada por las palabras del idioma griego antiguo, que 
significan «recto» y «ángulo». Más adelante, el término proyecciones 
ortogonales lo emplearemos para designar el sistema de proyecciones 
rectangulares sobre planos recíprocamente perpendiculares. 





En el presente curso se examinan principalmente las proyeccio- 
nes rectangulares. En caso de que se empleon las proyecciones para- 
lolas oblicuangulas será cada vez especificado. 


PREGUNTAS AL CAPITULO 1 


1. ¿Cómo se construye la poi: central de un punto? 
2, ¿En qué caso la proyección central de una línea recta representa un 
junto! 

E 3. ¿En qué consiste el método de proyección llamado paralelo? 

4. ¿Cómo se construye la proyección paralela de una recta? 

5. ¿Puedo o no la proyección paralela de una recta representar un punto? 

6. ¿Cómo se disponen recíprocamente las proyecciones de un punto y una 
rocta dada si el punto portonece a dicha recta? 

7. ¿En qué caso qn la proyección paralola el segmnto de una recta so pro- 
yecta en su magnitud natural? 

8. ¿Qué significa «método de Mongo»? 

9. ¿Cómo se descifra la palabra «ortogonal»? 


1 
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PUNTO Y RECTA 


$ 4. EL PUNTO EN EL SISTEMA Y, H 


Más arriba ($ 2) se ha dicho que la proyocción de un punto no 
determina la posición del punto en el espacio y para establecer la 
posición de este punto, conociendo su proyección, se necesitan con- 
diciones suplementarias. Por ejemplo, se conoce la proyección rectan- 
gular de un punto sobre el plano horizontal de proyección y so indica 
con marcación numérica la distancia de este punto al plano; el 
plano de proyección se considera como «plano de nivel do referencia», 
y la marcación numérica se cuenta positiva si el punto on el espacio 
se encuentra encima del plano de nivel de referencia y, negativa, 
si el punto se encuentra debajo de este plano. 

En esto se basa el método de proyecciones con marcaciones numérl- 
cas Y, 

¿En la exposición ulterior, la determinación de la posición de 
los puntos en el espacio se realizará por sus proyecciones rectangu- 
lares sobre dos y más planos de proyección. 

En la fig. 9 se representan dos planos recíprocamente perpendi- 
culares. Adoptémoslos como planos de proyección. Uno de ellos, el 
designado con la letra XT, es horizontal, el otro, designado con la lotra 
V, es vertical. Este último plano se llama plano frontal (vertical) 
de proyección, y el plano H, plano horizontal de proyección. Los pla- 
nos V y H forman el sistema V, H. 

La línda de intersección de los planos de proyección se llama eje 
de proyección (línea de tierra). El eje de proyección divide a cada uno 
do los planos Y y H en dos semiplanos. Para este eje aceptaremos la 
designación z o la denotación: en forma de quebrado V/H. De los 





1 Esto método no se incluye en el programa del presente curso, 
2--—89r 


18 CAP. 1l PUNTO Y RECTA 


cuatro ángulos diedros formados por los planos de proyección, 
se cuenta el primero aquel cuyas caras llevan en la fig. 9 la designa: 
ción V y H. 

En la fig. 10 se muestra la construcción de las proyecciones de 
cierto punto 4 en el sistema Y, Hf. Trazando desde A las perpendicula- 
res a V y H, obtenemos las proyecciones del punto A: la frontal, de- 
signada pora”, y la horizontal, designada por a. 


Fig. 10 





Las rectas proyectantes, perpendiculares respectivamente a Y 
y H, determinan un plano perpendicular a los planos y al eje de pro- 
yección. En la intersección con Y y 1, este plano forma dos rectas 
perpendiculares entre sí a'Z y al que se cortan en el punto 7 en el ejo 
de proyección. Por consiguiente, las proyecciones de cierto punto 
están situadas sobre rectas perpendiculares al eje de proyección y que 
cortan a este eje en un mismo punto. 





Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13 


Si se conocen las proyecciones a” y a de cierto punto 4 (fig. 11), 
entonces, levantando las perpendiculares de a' al plano V y de a al 
plano H, obtendremos en la intersección de estas perpendiculares 
un punto determinado. Así pues, dos proyecciones de un punto deter- 


minan por completo su posición en el espacio respecto al sistema de 
planos de proyección dado. 


$4. EL PUNTO EN EL SISTEMA V, 19 


Girando el plano A a un ángulo de 90” alrededor del eje de pro- 
yección (en el sentido indicado por las flechas on la fig. 12) obtene- 
mos un solo plano, el plano del dibujo; las proyecciones a” y a se 
dispondrán sobro una misma porpendicular al eje de proyección 
(tig. 13), sobre la línea de referencia. Como resultado del abatimien- 
to indicado de los planos V y H se obtiene el dibujo conocido bajo 
el nombre de diagrama (diagrama de Monge). Este es un dibujo en el 
sistema V, H (o en el sistema de dos proyecciones rectangulares). 
Al pasar al diagrama, hemos perdido el cuadro espacial de dis- 
posición de los planos de proyección y el punto. Pero, como veremos 
más adelante, el diagrama asegura la precisión y facilidad de medi- 
ción do las imágenes, siendo considerablemente más simple su co, 
trucción. Para hacerse por este dingrama una idea del cuadro espa- 
cial es necesario un trabajo de la imaginación: por ejemplo, por la 
fig. 13 hay que imaginarse el cuadro representado on la fig. 10. 














a A 


0 





0 
Fig. 14 


Puesto que disponiendo del oje de proyección la posición del 
punto Á respecto a los planos de proyección V y H queda determinada, 
ol segmento a'1 expresa la distancia del punto 4 al plano dé proyoc» 
ción H (la cota del punto 4), y el segmento az, la distancia del 
punto A al plano de proyección V (el alejamiento del punto A). 
Del mismo modo se puedo determinar la distancia del punto A al 
eje de proyección. Esta se expresa con la hipotenusa del triángulo 
construido por-los catetos a'1 y al (fig. 14): trazando on el diagrama 
el segmento a'Á igual a al y perpendicular a a'7, obtenemos la hi- 
potenusa AZ que expresa la distancia buscada. 

Se dobe prestar atención en la necesidad de trazar la línea de 
referencia entre las proyecciones del punto: solamente disponiendo 
de esta línea, que une mutuamente las proyecciones, so obtiene la 
posibilidad de establecer la posición de) punto que éstas determinan. 


Convengamos, a continuación, en llamar al diagrama de Mongo, 
así como a los dibujos en proyecciones que tienen como base el método 


ze 
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de Monge (véase el $ 3), simplemente dibujo, comprendiendo lo dicho 
solamente en el sentido indicado. En otros casos, la palabra dibujo 
irá acompañada de la determinación correspondiente (dibujo en 
perspectiva, dibujo axonométrico, ete.). 


$ 5. EL PUNTO EN EL SISTEMA V, 4, W 


En toda una serie de construcciones y al resolver problemas 
rosulta imprescindible introducir en el sistema V, H otros planos 
de proyección. Es sabido, que en la práctica de ejecución de dibujos, 
por ejamplo, de máquinos y sus piezos, el dibujo contiene principal- 
mente no dos, sino una cantidad mayor de ropresentaciones. 


x 
» 





Fig. 45 Fig. 16 Fig. 47 


Examinomos la introducción, en el sistema V, /, de un plano de 
proyección más (fig. 15): el plano designado con la lotra W es per= 
pendiculor a Y y a A: Á este plano se le llama plano de proyección 
de perfil. Lo mismo que el plano Y, el plano W es vertical. Además 
del ojo de proyección x aparecen los ejes z e y perpendiculares al ejo 
z. Con la letra O so designa el punto do intersección de los tres ejes 
de proyección. Puesto que el eje x.L W, el eje y.LV, y el eje ¿_1.4f, 
en el punto O coinciden las proyecciones del eje 7 sobre el plano W, 
del ojo y sobre el plano Y y del eje z sobre el plano H. 

En la fig. 15 se muestra el esquema de abatimiento de los planos 
H,V y W sobre un plano, Para el eje y se dan dos posiciones (fig. 17). 

La represontación demostrativa en la fig. 16 y el dibujo en la 
fig. 18 contienen las proyecciones horizontal, frontal y de perfil 
de cierto punto A. 

Las proyecciones horizontal y frontal (a y a”) se encuentran on 
una misma perpendicular al eje z, en la línea de referencia a'a, las 
proyecciones frontal y de perfil (a” y a”), sobre una misma perpendi- 
cular al eje z, en la línea de referencia a'a”. 

En la fig. 17 se muestra la construcción de la proyección de per- 
fil según las proyecciones frontal y horizontal. Se puede hacer uso 
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o bien del arco de circunferencia trazado desde el punto O, o bien 
de la bisectriz del ángulo yOyy. 

La distancia del punto A al plano H se mide en el dibujo por el 
segmento a'1 o el segmento a”2,, la distancia al plano V, por el seg- 
mento al o el segmento a”3, y la distancia al plano W, por el segmen- 
to a2 o el segmento a'3. Por esta razón, la proyección a” so puede 


z 





Fig. 18 Fig. 49 Fig. 20 


también construir como se muestra en la fig. 18, os decir, trazando 
en la línéa de referencia de las proyecciones a” y a” a la derecha del 
eje 2 un segmento igual a al. Tal construcción es más preferible. 

La distancia del punto A al eje x (fig. 19) se mide on el espacio 
por el segmento A1. Pero el segmento AZ es igual al segmento a”O 
(véase la pág. 14, punto 8). Por eso, para determinar la distancia 
del punto A al eje z en el dibujo (fig. 20) se debe tomar el segmento 
designado con ly. 

Análogamento, la distancia del punto A al eje y se expresa con 
el segmento l, y la distancia del punto A al eje 2, con el segmento 
l, (fig. 20). 4 





0 O 
Fig. 24 Fig. 22 Fig. 23 


Así pues, las distancias del punto a los planos de proyección y 
a los ejes de proyección pueden ser medidas directamente como segmen- 
tos determinados en el dibujo. En este caso debe tenerse en cuenta 
su escala. 

Examinemos algunos ejemplos de construcción do la tercera proyección 
do un punto por dos dadas. Supongamos (fig. 21) que el punto 8 estó dado por 
sus proyecciones frontal y horizontal. Introduciendo el eje £ (fig. 22: Ja distancia 
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ia, si no existe alguna condición) y trazando por el punto b' la línea 
eforencia perpendicular al eje s, trazamos, a la dorccha del ejo s, el segmento 


bz al a di, 
'Én la fig. 23 so ha construido la proyección e por las proyecciones dadas 
e' y e” (la marcha de la construcción ostá indicada con flechas). 





PREGUNTAS A LOS $5 4 Y 5 

1. ¿Qué supone esistema Y, /7” y cómo se denominan los planos de proycc- 
ción Y y 4? 

2. ¿A qué se llama ojo de proyección? 

3. ¿Cómo se obtiene el dibujo do un punto en el sistoma Y, 


10 
48 4, ¿00s significa «sistema V, M1, Wo y cómo se le llama al plano de proyec» 
ción 


5. ¿Qué significa «línea de referencia»? 
6; ¿Cómo se demuestra quo el dibujo que contieno dos proyecolones enla- 
zadas ontro sí on forma de puntos expresa cierto punto? 


7. ¿Cómo so construye la proyección de perfil de un punto por sus proyco- 
ciones frontal y horizontal? 


$ 6. PROYECCIONES ORTOGONALES Y SISTEMA 
DE COORDENADAS RECTANGULARES 


El modelo do la posición de un punto en el sistema Y, A, W (fig. 
16) es análogo al modelo que se puede construir conociendo las coor- 
denadas rectangulares Y de esto punto, es decir, las cifras que oxpre- 
san sus distancias a tres planos perpendiculares entre sí, planos de 
coordenadas. Las rectas según las cuales se cortan los planos de coor- 
denadas se llaman ejes de coordenadas. El punto de intersección 
de los ejes de coordenadas se llama origen de coordenadas y se designa 
con la lotra O ?. Para los ejes de coordenadas utilizaremos las deno- 
taciones indicadas en la fig. 16. 

Los planos de coordenadas forman en su intersección ocho án- 
gulos triédricos dividiendo el espacio en ocho partes llamadas 0c- 
tantes ". En la 16 está representado uno de los octantes. Se 
muestra la formación de segmentos que determinan las coordonadas 
do cierto punto A: del punto A se han trazado las perpendiculares 
a cada uno de los planos de coordenadas. La primera coordenada del 
punto A llamada abscisa de esto punto * se expresará con una cifra 
obtenida do la comparación del segmento Aa“(o del segmento O en 
el eje x, igual a Aa”) con cierto segmento adoptado como unidad de 
escala. De la misma manera el segmento Aa” (o el 02, igual a éste, 
en el eje y) determinará la segunda coordenada dol punto 4 llamada 








Llamadas do otra manera «coordenadas cartesianas». El sistema de coor- 
donadas de Descartes puedo ser rectangular y oblicuangular; aquí so examina el 
sistema rectangular. Descartes (1596—1650), filósofo y goómetra francés, 

3 Primera letra do la palabra lstina «origo», origen. 

> De la polabra latina socto» que sign 

» De la palabra latina «abscissa» que 








ocho. 
fica cortada, separada. 
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denada "; el segmento Aa (o el 03, igual a éste, en el eje z) deter 
ninará la tercera coordenada llamada Z-coordenada. 

En la designación con lotras de las coordenadas la abscisa se 
denota con la letra z, la ordenada, con la letra y, y la Z-coordenada, 
con la letra z. 

El paralelepípedo construido en la fig. 16 se llama paralelepípedo 
de coordenadas del punto dado A. La construcción del punto por sus 
coordenadas dadas se reduce a la construcción de tres aristas del pa- 
ralelepípedo de coordenadas, que componen una línea quebrada de 
tres eslabones (fig. 24). Se deben trazar sucesivamente los segmentos 


2 z 





Fig. 24 Fig. 25 


O1, la y aA o bien 02, a”2 y a”A, eto., es decir, el punto A se puede 
obtener por seis combinaciones, en cada una de las cuales deben fi- 
gurar las tres coordenadas. 


En la fig, 24, para mayor claridad de representación, se ha tomado la pro- 

yección conocida del curso de dibujo lineal de la escuela secundaria, llamado 

de gabinete"), En esta proyección los ejes x y z son porpondiculares entre sí y el 

ejo'y es la prolongación do la biscotriz del ángulo z0s. En la proyección do gabi- 

neto, los segmentos trazados por el ejo y o paralelamento a ésto so reducen el 
loble. 





La fig. 16 muestra que la construcción de las proyecciones de 
un punto va acompañada de la construcción de los segmentos que 
determinan las coordenadas de este punto, si se toman los planos 
de proyección como planos de coordenadas. Cada proyección del punto 
A se determina por dos coordenadas de este punto; por ejemplo, la 
posición de la proyección a se determina por las coordenadas z e y. 

Supongamos que sea dado el punto A (7, 3, 5); esta escritura 
significa que el punto 4 se determina por las coordenadas 2=7, 





% De la palabra latina cordinata> que a su voz procede de la palabra sordi- 
natim ducta» que significa trazada consecutivamente. 

% La proyección de gabinote se refiero a las oblicuángulas (véase más de- 
talladamento en el $ 75) 
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y=3, 2=5. Si se conoce la escala para la construcción del dibujo, 
entonces (fig. 25), sobre el eje z se traza, a partir de cierto punto 
O, el segmento 07 igual a 7 unidades, y sobre la perpendicular a esto 
eje, levantada desde el punto 7, se trazan los segmentos a7=3 unida- 
des y a'1=5 unidados. Se obtienen las proyecciones a y a'. Para 
dicha construcción es suficiente tomar solamente el eje z, 

Tomando el eje de proyección como eje de coordenadas se pueden 
hallar las coordenadas del punto por sus proyecciones dadas. Por 
ejemplo, en la fig. 18 el segmento 07 expresa la nbscisa del punto A, 
el segmento al, su ordenada, y el segmento a'Z, su Z-coordenada: 

Si se da solamente la abscisa, a esto le corresponde un plano pa- 
ralelo al plano determinado por los ejes y y z. En efecto, tal plano 
es el lugar geométrico de los puntos enyas abscisas son equivalentes 
a la magnitud dada (fig. 26, el plano P). 





Pig. 26 


Si se dan dos coordenadas, con esto se determina una recta para- 
lela al eje do coordenadas correspondionte. Por ejemplo, teniendo da- 
das la abscisa y la ordenada obtenemos una recta paralela al ejo 2 

(on la fig. 26, la recta AB). Esta recta es la línea de intersccción do 
dos planos P y Q, donde Q es ol lugar geomótrico de los puntos 
con iguales ordenadas. La recta AB sirve de lugar geométrico de los 
puntos con iguales abscisas e iguales ordenadas. 

Si se dan las tres coordenadas, con esto se determina un punto. 
En la fig. 26 se muestra el punto X obtenido en la intersección do 
tres planos, de los cuales P es el lugar geométrico de los puntos por 
la abstisa dada, Q, por la ordenada dada, y R, por la Z-coordenada 
dada. 

El punto puede encontrarse en cualquiera de los ocho octantes 

(la numeración de los octantes véase en la fig. 27). Por consiguiento, 
es necesario conocer no sólo la distancia del punto dado a uno u otro 
plano de coordenadas, sino también la dirección en la que esta dis- 
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tancia debe trazarse; para esto las coordenadas de los puntos se 
expresan con números relativos. Para la lectura de las coordenadas 
emplearemos el sistema de signos señalado en la fig. 27, es decir, 
emplearemos el sistema de coordenadas llamado «derecho». El 
sistema derecho se caracteriza 
por que el giro a 90” del rayo 
«positivo» Ox (fig. 27) en sentido 
del rayo «positivo» Oy tiene 
lugar en sentido contrario a las 
agujas del reloj (con la condi- 
ción de que se mira al plano 
20y desde arriba). 

En ol sistema lMamado «iz- 
quiordo», el rayo «positivo» Oz 
está dirigido hacia la derecha 
del punto O. 

Al representar los cuerpos, ordi- 
nariamente, como planos de coorde- 
hadas so toman no los planos de pro- 
yección, sino un sistema do tres pla- Fig. 27 
hos algunos perpendiculares entro sí, . 
enlazados directamente con el cuerpo dado, por ojemplo, lus caras de 
va paralelepípedo rectamgular, dos caras y el plano do simetría, ete. A. 
tal sistema de coordenadas so lo suole llamar «interior». 





$ 7. LOS PUNTOS EN LOS CUADRANTES 
Y OCTANTES DEL ESPACIO 


En el $4 se dijo que los planos V y /H forman cuatro ángulos 
diedros que dividen al espacio en cuatro regiones llamadas cuadran- 
tes. En la fig. 28 se señala el orden adoptado de lectura de los cuadran- 
tes. El eje do proyección divide a cada uno de los planos A y Ven 
«semiplanos», designados convencionalmente con los sígnos H y 
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—H, Y y —V. Si, por ejemplo, el punto se encuentra en el segundo 
cuadrante, su proyección horizontal se encontrará en el semiplano 
—H, y la frontal, en el V. En la exposición a continuación, como base 
para la construcción del dibujo de un punto en cualquiera de los cua- 
tro cuadrantes, tomaremos el tipo de dibujo representado en la (ig. 13 
(vease la pag. 18). 

El observador se supone siempre situado en el primer cuadrante 
(convencionalmente, a una distancia infinitamente grande de Y 





a 
a $ 1 1 
o 
ene e z 
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Fig. 30 Fig. 31 Fig. 32 


y de H). Los planos de proyección so consideran opacos; por eso son 
vistos solamente los puntos situados en el primer cuadrante y en los 
semiplanos V y H. 

En la fig. 13 se da el dibujo para el caso cuando el punto está 
situado en el primer cuadrante (véase la fig. 29). Si el punto equidis- 

ta de V y H, entonces a'1=al. 

En la fig. 30 se muestra el punto B 
situado en el segundo cuadrante, es decir, 
encima de —H (del semiplano horizon- 
tal posterior) y detrás de V (del semi: 
plano vertical superior) (fig. 29). El pun- 
to B se encuentra más cerca de V que 
de —H: en el dibujo b1<b'1. En la 
misma figura se muestra el punto C equi- 
distante de —H y de V: las proyecciones 
e” y c se confunden. 

En la fig. 31 se da el dibujo para el 
caso cuando el punto D está situado en 
el tercer cuadrante. La proyección ho- 

Fig. 33 rizontal se halla encima del eje de pro- 
yección, y la proyección frontal, debajo 

del eje de proyección. Puesto que d1>d'1, el punto D se encuen- 
tra más lejos de —V (del semiplano vertical inferior) que de —H. 

En la fig. 32 se dan el punto E y el punto F, situados en el cuarto 
cuadrante. El punto E se encuentra más cerca de H (del semiplano 
horizontal anterior) que de —V (fig. 29): e*1<el. El punto F equidis- 
ta de —V y de H: fI=f'1. 

' 
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En la fig. 33, en el sistema V, H, están representados los puntos 
4 y B dispuestos simétricamente respecto al plano H. En el dibujo 

(tig. 33, a la derecha) las proyecciones horizontales de estos puntos 
coinciden una con otra, mientras que las proyecciones frontales equi- 
distan del eje de proyección: a'I=b'1. 


En la práctica del dibujo lineal tiene lugar cl empleo del primoro y tercero 
cuadrantes del espacio. Más dotalladamente véaso en el $ 41. 





En Ja fig. 27 se mostró que los planos de coordenadas forman en 
su intersección ocho ángulos triédricos, dividiendo al espacio en ocho 
octantes. La numeración de los octantes se señala en la fig. 27. Como 








se ve de la fig. 28, los cuadrantes se mumeran como los cuatro primo- 
ros (I—IV) octantes. 

Empleando para la lectura de las coordenadas del punto ol sis- 
tema de signos señalado en la fig. 27, obtendremos la siguiente tabla: 










Signos de las 
coordenadas 





Signos de las 








ño eóordenodas 
1 + + qu Y. pa 
u + + vr e o E 
mu + |-|-= vir MS | 
1 +|+|- vin A e 
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Por ejemplo, el punto (—20; +15; —48) so encuentra en el octavo octanto, 
El abatimiento do los planos se realiza de acuerdo con la fig. 34, es decir, el 
plano W se haco girar en sentido contrario a las agujas del rel 
plano 4 en dirección de + za 0. 

En la fig. 34 se dan también los dibujos do los puntos: A situado en el pri- 
mer octante, y 6 que se encuentra on el séptimo octanto; las proyecciones de un 
mismo punto no pueden superponerso una la otra. Para los demás octantes 
dos o las tres (para el segundo y octavo octantes) proyecciones de un mismo punto 
pueden resultar superpuestas una Sobre Otra. 





si so mira al 








PREGUNTAS A LOS 55 6 Y 7 

1. ¿Quí significa coordenadas rectangulares e: 
tj 

20 

to: 






ianas de un punto? 
en la designación de un 





'n qué sucesión se escriben las coordena 





pu 





0 
3. ¿Qué significa cuadrante del espacio? 
4. ¿Qué significa octanto? 


5. ¿Qué signos tionen las coordenadas de un punto situado en el séptimo 
octanto? 


¿En qué consiste la diforoncia entro los sistomas de coordenadas «derecho» 
e «izquierdo»? 


7. ¿En qué so diferencian ontre sí los dibujos do dos puntos, uno do los cua- 
los se ericuentra en ol primer cuadranto y ol otro, en ol tercero? 


$ 8. FORMACION DE SISTEMAS AUXILIARES 
DE PLANOS DE PROYECCION 


Hasta ahora nos hemos encontrado con dos sistemas de planos do 
proyección, Y, H y V, H, W. En caso de necesidad se pueden formar 
otros sistemas más. Por ejemplo, introduciendo en el sistema V, M7 
cierto plano SH (fig. 35), obtendremos además del sistema V, 
H con las proyecciones a” y a del punto 4, el sistema S, H con las 
proyecciones a, y a del mismo punto 4. 

¿So formará, on este caso, también el sistema Y, $? No: los pla- 
nos Y y $ no son perpendiculares uno al otro. 

El plano /f entra en ambos sistomas V, H y S, H. Por eso, la pro- 
yocción a del punto A (fig. 35) so refiere también al sistema S, H. 
Al proyectar el punto 4 sobre el plano $ obtenemos el punto a, a 
una distancia a,2 del plano H, igual a Aa y a a'Z. 

En la fig. 36 los planos V, ZÍ y S se muestran abatidos sobre un 
plano, el plano del dibujo; el dibujo obtenido en este caso se muestra 
en la fig. 37. Además del eje V/HW se ha introducido el ojo S/H; 
este último se elige de acuerdo a las condiciones derivadas de la ta- 
rea, Como será expuesto más adelante. Del punto a se ha levan- 
tado una perpendicular al eje S/H, la línea de referencia sobre la 
cual se ha trazado el segmento a,2 igual al segmento a'Z, es decir, 
a la distancia en el espacio del punto 4 al plano /7. 





» Véase osta designación on la pág. 17. 
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En la fig. 38 se muestra un dibujo, en el que además del sistema 

V, H se da el sistema V, 7, es decir, en el sistema Y, f se ha intro- 

ducido el plano auxiliar 7 perpendicular a V. Ahora ambos sistemas 

(V, H y V, T) contienen el plano V. Por esta razón se conserva la 

distancia del punto A precisamente al plano Y y en el dibujo el seg- 
mento a,2 deberá tomarse igual al segmento a7. 





Fig. 35 Fig. 36 Fig. 37 


Es ovidente, que el plano W (fig. 15) puede ser interpretado como 
un plano auxiliar trazado perpendicularmente a Y y a H. En este 
caso, además del sistema V, H se examina habitualmento el sistema 
V, W. Por analogía con la fig. 38, a la fig. 22 se lo podría haber dado 


vw vw 





Fig. 38 Fig. 39 


la forma representada en la fig. 39 a la izquierda, donde 5"2=57. 
Si se hace uso de la recta auxiliar de la fig. 17 (la bisectriz prolongada 
del ángulo 202), la construcción adquiere la forma representada en 
la fig. 39 a la derecha. ¿Se puede proceder del mismo modo al cons- 
truir, por ejemplo, Ja proyección a, (fig. 37) o la a, (fig. 38)? Sí; 
esto se muestra en la fig. 40. Pero aquí, claro está, no se obtiene el 
ángulo de 45 construido en la fig. 17. Como se ve de los dibujos 
en la fig. 40, es necesario trazar la bisectriz del ángulo formado por 
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los ejes V/H y S/H (fig. 40, a la izquierda) y los ejes V/H y V/T (en la 
misma figura, a la derecha). 
Pero, como so dijo en la pág. 21, son preferibles las construccio- 
nes mostradas en la fig. 39, a la izquierda, y en las figs. 37 y 38. 
Más adelante ($ 33), nos encontraremos con otros ejemplos más 
de introducción de planos auxiliares para la formación dol sistema 
requerido de planos de proyección. 





Fig. 40 Fig. 44 


Para las proyecciones obtenidas en los planos auxiliares de pro- 

ección (por ejemplo, en el S o 7) hemos empleado la designación con 
etras como subíndices, por ejemplo, a,, ay. En relación con esto 
sería conveniente emplear también para las proyecciones, por ejem- 
plo, a, a”, a” las designaciones ay, a,, a,, (fig. 41). Pero, para las pro- 
yecoiones sobre los planos H, V y 1 emplearemos principalmente 
las designaciones tradicionales, por ejemplo, para el punto A, a, 
aa”. 


$ 9. DIBUJOS SIN INDICACION DE LOS EJES 
DE PROYECCION 


Más adelante, junto con los dibujos que contienen los ejes de 
proyección se emplearán los dibujos sin indicación de los ejes. 

De la confrontación de los dibujos en la fig. 42 se desprende quo 
en uno de ellos la posición de los planos Y y H se ha determinado 
trazando su línea de intersección y que se ha determinado la dis- 
tancia del punto Á a estos planos. En el segundo dibujo de la fig. 42 
la cuestión sobre las distancias del punto 4 a los planos V y H deja 
de ser actual, puesto que no existe el eje de proyección; se examina 
cierto punto 4, dado por sus proyecciones, independientemente del 
lugar en que se encuentran los planos de proyección. En este caso, 
claro está, tanto mayor importancia adquiere la línea de referencia 
de las proyecciones, su dirección y trazado correcto. 

¿So puede, teniendo un dibujo sin indicación del eje de proyec- 
ción, introducir este eje y con ello fijar la distancia del punto a los 
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planos Y y 4 elegidos convencionalmento? Sí, se puede. Al intro- 
ducir el eje, éste dobe ser trazado obligatoriamente de tal manera 
que sea perpendicular a la línea de referencia, indiferentemento de 
a cuál punto precisamente de esta línea (si no se señala ninguna 
condición). En este caso, la posición de las proyecciones no varía. 
En efecto, trazando el eje de proyceción elegimos cierta posición 
del ángulo diedro VA respecto al punto dado A (fig. 43). El traslado 
del eje en el dibujo hacia arriba o hacia abajo corresponde al tras- 
lado paralelo del ángulo diedro V.H en el espacio a una nueva posición 
(en la fig. 43, la posición V+H,) en dirección del plano bisector 
del ángulo diedro ", adyacente al ángulo VA. 


e e 


Fig. 42 





La introducción del eje de proyección (esto se hace corrientemen- 
to de acuerdo a alguna condición) fue mostrada en las figs. 37 y 38: 
los ejes S/H y V/T. Aquí los ejes eran necesarios para la construc- 
ción: a partir de ellos se contaban las dimensiones. En general, los 
ojes, si se examinan desde el punto de vista del significado inicial 
de la línea de intersección de los planos de proyección, ayudan a 
hacerse una idea del cuadro espacial por el dibujo. 

Las bases de referoncia de las dimensiones son una componente 
imprescindible de los dibujos técnicos; la elección de la posición de 
estas bases no es limitada y se determina partiendo do la necesidad 
y racionalidad. 

En la fig. 44a se muestra cómo se establece la diferencia entre 
las distancias de los puntos A y B a los planos de proyección H, V 











» Se llama plano bisector de un qe diedro al plano que dere porol arista 
del ángulo diedro y que lo divide por la mitad. Do la palabra latina «bissektor», 
que corta por la mitad. 





32 CAP. IL PUNTO Y RECTA 


y W. El dibujo en la fig. 44b, a la izquierda, se representa con los 
ejes de proyección, el dibujo a la derecha, sin ellos. 

En este ejemplo, la diferoncia entre las distancias de los puntos 
al plano H se determina por el segmento a'5 igual a a'1—b'2 ó a 
a”7; al plano V, por el segmento 06 igual a 62—a7 6 a 5"7; al plano 
W, 'por el segmento b'5 igual a a'3—5'4 6 a 46. 








o 


Fig. 44 


PREGUNTAS A LOS $5 8 Y 9 


4: ¿Cómo so forman los sistemas de p 

2. ¿A cuál condición debe correspon 
Y, 1l'como plano auxiliar de proyección: 

3. ¿Cómo so construyo la proyección de un punto, dado en el sistema Y, 
1, sobre el plano $ perpendicular al plano 1? Ñ 

.. ¿Se establecen o no las distancias de un punto a los planos do proyección 

sl existo el ejo de proyección? 

5. ¿Cómo debe comprenderso el dibujo de un punto si no existe el eje de 
proyección? 

0. ¿qué fin tienen los ejes S/41 Z V/T on la fig. 40? 

7. ¿Cómo se duterminan en el dibujo en el sistema V, HT las distancias do 
un punto a Jos planos Z y Y? 





lanos de proyección? 
der el plano introducido en cl sistema 


$ 10. PROYECCIÓN DEL SEGMENTO 
DE UNA LÍNEA RECTA 


Supongamos que sean dadas las proyecciones frontal y horizon= 
tal de los puntos A y B (fig.45). Trazando líneas rectas por las pro- 
yecciones homónimas do estos puntos, obtenemos las proyecciones 
dol segmento AB, la frontal (a'b”) y la horizontal (ab) Y. 

¿Se puedo afirmar que tal dibujo (fig. 45) exprosa precisamente 
el segmento de una línea recta? Sí; si nos imaginamos (fig. 46) que 


Véase el punio 5 del $2, 
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por a'b' y ab se han trazado los planos proyectantes (es decir, planos 
perpendiculares a V y a H respectivamente), en la intersección de 
estos planos se obtiene una recta y su segmento AB. En este caso, 
el punto dado por sus proyecciones sobre a'b' y sobre ab, pertenece 
al segmento AB. 

En la fig. 47 se da el dibujo de un segmento AB en el sistema 
V, H, W. Las proyecciones a” y b” se han construido de tal manera 
como fue mostrado en la fig. 18 para un solo punto A. 








a 
Pig. 45 Flg. 46 


Los puntos A y B están situados a diferentes distancias de cada 
uno de los planos V, H y W, es decir, la recta AB no es paralela a 
ninguno do ellos. Además, ninguna do las proyecciones de la recta 
es paralela al ojo de proyección, ni tampoco perpendicular a éste. 
Tal recta se llama recta de posición general. 

Cada una de las proyecciones es menor que el propio segmento: 
av<AB, ab<AB, a“b"<AB. Designando los ángulos formados 
por la recta con los planos H, Y y W con «a, B y y respectivamento, 
obtenemos: 


ab=ABcosa, a'b'=ABcosB, ab" =ABcos y. 


Si ab=a'b'=a"b”, entonces la recta forma con los planos do pro- 
yección ángulos iguales entro sí (35%) 1; además, cada una de 
las proyeccionos de la recta está situada bajo un ángulo do 485? a los 
respectivos ejes de proyección o a las líneas de referencia entre las 
proyecciones. 

Es efecto, si (fig. 48) a'9'=ab y a'b'=a"a", la figura a'b'ba es 
un trapecio isósceles y B'1=b2, de dondo 5'3=a"3, es decir, el án- 





o véaso la deducción en el $13, 
3891 
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gulo a"v'3=45", y puesto que la figura a'b'b"a” es un paralelogramo, 
cada uno de los ángulos 0'a'7 y ba2 equivale a 45”. 





Pig. 47 Fig. 48 


¿Cómo construir en un dibujo sin ejes de proyección, por ejomplo, 
la proyección en perfil del segmento de una recta? La construcción 
se muestra en la fig. 49, donde a la izquierda se da el dibujo original 
del segmento AB de una recta de posición general, en el centro se 
muestra ol empleo de una recta auxiliar trazada bajo un ángulo de 








Fig. 49 


45? a la dirección de la línea de reforencia 5'b, y a la derecha solda la 
construcción por la diferencia entre las distancias de los puntos A y 
B al plano V, o sea, por el segmento al: eligiendo la posición de si- 
quiera la proyección a” (en la línea de referencia a'a”), trazamos 
a'2=al y levantando del punto 2 una perpendicular hasta su inter- 
sección con la línea de referencia de las proyecciones b' y 5” halla- 
mos la posición de la proyección $”. 
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$ 11. POSICIONES PARTICULARES 
DE UNA LINEA RECTA RESPECTO 
DE LOS PLANOS DE PROYECCION 


La línea recta puede ocupar respecto a los planos de proyección 
posiciones particulares. Examinémoslas según los dos criterios si- 
guientes; 

A. La recta es paralela a uno de los planos de proyección. 

B. La recta es paralela a dos planos de proyección. 

En el primer caso una de las proyecciones del segmento do la 
recta es igual al propio segmento. En el segundo caso dos proyeccio- 
nes del segmento son equivalentes a éste". 


A. La recta es paralela a uno de los planos 
de proyección 


1. La recta es paralela al plano A (fig. 50). En oste caso, la pro- 
yocción frontal de Ja recta es paralela al eje de proyección y la pro- 
yección horizontal del segmento de esta recta es igual al propio seg- 
mento: ab=AB. Tal recta se llama horizontal. 





Fig. 50 


Si, por ejemplo, la proyección a'b' coincide con el eje de proyoc- 
ción, el segmento ÁB está situado en el plano 11%. 

2. La recta es paralela al plano Y (fig. 51). En este caso, su pro- 
yección horizontal es paralela al eje de proyección y la proyección 
frontal del segmento de esta recta es igual al propio segmento: 
e'd'=CD. Tal recta se llama frontal. 





»M Todo esto, claro está, teniendo en cuenta la escala del dibujo, 
> En la fig. 50, a la derecha, se muestra un dibujo sin indicación del eje 
dle proyección. Lo mismo so ha hecho en la fig. 51. 
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Fig. 52 


Si, por ejemplo, la proyección ed coincide con el eje de proyección, 
esto corresponde a la posición del segmento CD en el propio plano V. 

3. La recta es paralela al plano W (fig. 52). En este caso, las pro- 
yecciones horizontal y frontal de la recta so disponen en una misma 
perpendicular al eje de proyección Ox y la proyección do perfil do 
esta recta es igual al propio segmento: e*/"=EF. Tal recta se llama 
de perfil. 





¿Se puedo considerar, que en los dibujos semejantes a los señala- 
dos en las figs. 50 y 51, están representados segmentos precisamente 
de líneas rectas? Sí; la demostración es la misma quo para la recta 
de posición general (fig. 46). 
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Si on el dibujo, en el sistema V3 H, ambas proyecciones son per- 
pendiculares al eje de proyección, entonces, los planos proyectantes 
trazados por ef y c'f' se confunden y el original puede ser no sólo 
una línea recta, sino también cierta curva plana (fig. 53). 


B. La recta es paralela a dos planos de proyección 

1. La recta es paralela a los planos V y /7 (fig. 54), es decir, es 
perpendientar al plano W. La proyección sobre el plano W representa 
un punto. 


2. La recta os paralela a los planos H y W (fig. 55), es decir, 
es perpendicular al plano V. La proyección sobre el plano W ropre- 


senta un segmento de esta recta, igual a cd. 
ed ds 
x e 
o + 
la od 


Fig. 53 Fig. 54 Fig. 55 Fig. 56 





3. La reéta es paralela a los planos V y W (fig. 56), es decir, es 
erpendicular al plano /7. La proyección de esta recta sobre el plano 
w represonta un segmento paralelo e igual a ef”. 

En la fig. 57 se da una representación demostrativa de las posi- 
ciones de las rectas examinadas”. 

Habitualmente, se construyen las proyecciones de los segmentos 
de una recta indicando los puntos extremos del segmento. Si por cua- 
lesquiera causas se representa cierta parte indefinida de una línea 
recta, entonces, prácticamente se representa también un segmento de 
osta recta, pero no se denotan los puntos extremos de esto segmento. 
En este caso, se puedo emplear la dosignación de cada proyección 
con una sola letra, referiéndola a cualquior punto de la recta (fig. 
«la recta que pasa por el punto A». 

Prostemos atención en el dibujo representado en la fig. 59 a la 
derecha. Respecto do la recta representada en esto dibujo, se puede 
decir solamente que ella paso por el punto £ y que es paralela ál 








M4 Pasa estas rectas se usa el nombre de sroctas proyectantes». 
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plano AI, pero en lo demás la posición de esta recta no queda definida. 
Daría claridad la proyección horizontal, es decir, la proyección sobre 
el plano respecto al cual la recta es paralela. 





Fig. 57 Fig. 58 


Si examinamos una recta dada por dos de sus puntos (por ejemplo, 
el segmento de una recta dado por sus extremos), entonces, se puede 
hallar exactamente la posición de esta recta, incluso en el caso en 
que no sea dada su proyección sobre el plano paralelo a esta recta. 


A 





Así, por ejemplo, si está dado el segmento AB de una recta (fig. 59, 
a la derecha), podomos establecer no solamente el paralelismo de esta 
recta con relación al plano A, sino también que el punto A de la recta 
dada se encuentra más lejos del plano Y que el punto B. 


$ 12. EL PUNTO SOBRE UNA RECTA. 
TRAZAS DE UNA RECTA 


En la (ig. 60 so da el dibujo de una recta de posición general 
que pasa por el punto A. Si es conocido que el punto B pertenece a es- 
ta recta y que la proyección horizontal del punto B se encuentra en el 


punto b, entonces, la proyección frontal b' se determina como se mues- 
tra en la fig. 60. 


En la fig. 61 se muestra la construcción de un punto sobre una 
recta de perfil, Supongamos que sea dada la proyección c” de este pun- 
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to; hay que hallar su proyección horizontal. La construcción se ha 
realizado con ayuda do la proyección de perfil a"b” del segmento AB 
tomado en la recta de porfil. La marcha de la construcción se indica 
con flechas. Primero se ha determinado la proyección e” y por ésta 
la proyección buscada c. 

Una de las propiedades de la proyección paralela es que la rela- 
ción entre los segmentos de una línea recta es igual a la relación entre 
sus proyecciones (fig. 62): sE , puesto que las rectas Aap, 

pp 
Ccp y Bb son paralelas entro sí. Análogamente, la relación entre los 
segmentos sobre la proyección de una línea recta és igual a la relación 





Fig. 60 Fig. 62 


de los segmentos sobre esta recta. Si un punto dividiera por la mitad 
al segmento de la recta, entonces, la proyección de este punto divi- 
diría tambión por la mitad a la proyección del segmento, y viceversa. 

De lo dicho se desprende que en la fig. 61, la división de las pro- 
yecciones a'b” y ab por los puntos c' y e corresponde a la división 
dol segmento AB en el espacio por el punto C en la misma relación. 
Esto puede ser utilizado para una construcción más simplo dol punto 
sobre la recta de perfil. Si (como en la fig. 61) sobro la proyección 
a'b' se ha dado la proyección c” (fig. 63), entonces, evidentemento, 
hay que dividir ab eu la misma relación en la que el punto c' divido 
a la proyección a'b'. Trazando desde el punto a una recta auxiliar, 
trazamos en ella al=a'c" y 1—2=c'b'. Trazamos la recta b2 y pa: 
ralelamente a ella, por el punto 7, otra recta hasta su intersección 
con ab en el punto c. Este punto representa la proyección horizontal 
buscada del punto C perteneciente al segmento AB. 

En la fig. 64 se da un ejemplo de la división de un segmento de 
una línea recta en cierta relación dada. 

El segmento CD se ha dividido en la relación de 2: 5. A partir 
del punto c se ha trazado una recta auxiliar en la que se han señala- 
do siete (2-45) segmentos de longitud arbitraria, pero iguales entro 
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sí. Trazando el segmento d7 y paralelamente a éste, por el punto 2 
una recta, obtenemos el punto le, además, ele ; kd=2 : 5; a continu 
ción hallamos X'. El punto X divide al segmento CD en la relación 
de 2: 5, 

En Ja fig. 65 se muestran los puntos M4 y NV en los cuales una rec- 
ta, dada por el segmento AB, corta a los planos de proyección. Eslos 








% 


e 





Fig. 63 Fig. 64 





puntos se llaman trazas: el punto M, traza horizontal de la recta y 
el punto N, su traza frontal. 

La proyección horizontal de la traza horizontal (el punto m) 
se coofunde con la traza, y la proyección frontal do esta traza (el 
punto mm”) se encuentra en el ejo de proyec» 
ción. La proyección frontal de la traza fron- 
tal (el punto a”) coincide con el punto N, 
y la proyección horizontal (el punto n) se 
encuentra en el eje de proyección. 

Por consiguiente, para hallar Ja traza 
horizontal, hace falta (fig. 66) prolongar 
la proyección frontal a'b' hasta su intersoc- 
ción con el ejo V/H y trazar por el punto m” 
(la proyección frontal de la traza horizon- 
tal) una perpendicular al ejo V/H hasta su 

Fig. 66 intersección con la prolongación de la pro- 

yección horizontal ab. El punto m es la 

proyección horizontal de la traza horizontal; él coincide con la propia 
traza (=es el signo de coincidencia). 

Para hallar ia traza frontal prolongamos la proyección horizon= 
tal ab hasta su intersección con el ejo V/H; por el punto a (la pro- 
yección horizontal de la trazo frontel) trazamos una perpendicular 
hosta su intersección con la prolongación de la proyección frontal 


MN 
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a'b'. El punto n' es la proyección frontal de la traza frontal; este 
punto se confunde con la traza. 

Por la posición de los puntos M y N se puede juzgar sobre a cuá- 
les cuadrantes del espacio está referida la recta dada. En la fig. 65 
la recta AB pasa por los cuadrantes 1V, 1 y IL. 








Fig. 67 


La recta no tiene traza en el plano de proyección cuando es paralela 
a este plano. 

En la fig. 67 la recta interseca no sólo los planos 7 y V, sino tam- 
bién el plano W. El punto P es la traza de perfil de la recta, os desir, 
la traza en el plano de proyección de perfil. Esta traza so confundo 
con su propia proyección sobre el plano W, y sus proyecciones fron- 
tal y horizontal se encuentran en los ejes z e y respectivamento. 


En osto caso la rocta pasa tras el punto P a través del quinto octanto o in= 
tersocando a continuación el plano Y sale al sexto octante; del primer octante lo 
recta salo al cuarto octanto P. 

1 dibujo correspondiente se da en la fig. 67 a la derocha, La recta so muestra 
en el primer octanto (las proyecciones mp, »a"p*, m"p") y en el quinto octanto (las 
proyecciones pa, p'n', pa"). 

Sí so toman los planos de proyccción como planos de coordenadas, enton- 
ces, la coordenada de la traza horizontal do la recta es =0, la de la traza frontal 
es y=0 y la de la traza de perfil es 2=0. a 

La construcción de las trazas de la recta de perfil (fig. 68) puedo ejecutarse 
de la manera siguiento (fig. 68, a la derocha): 





% Convengamos en señalar en los dibujos con líneas llenas a las proyoccio- 
nes que corresponden a la posición de segmento en el primer cuadrante o en el 
primer octante. 
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Construimos la proyección de perfil (a%9"), determinamos la posición de 
las proyecciones de perfil de la traza horizontal (m”) y de la traza frontal (n") 
y a continuación hallamos la posición de las demás proyecciones de estas trazas 
(la sucesión de la construcción se muestra en el dibujo con flechas). 











m(=M) 
Fig. 68 
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1. ¿Cuál es la posición respecto a los planos de proyección en la quo la 
recta so llama recta de posición general? 

2" ¿Cómo so demuestra que el dibujo que contiene dos proyecciones en- 
lazadas entro sí en forma de segmentos de recta, expresa precisamento un Seg" 
mento de recta? 

3 ¿Ema se expresa la relación entre la proyección del jento de una 
vosta y el propio segrento? a 

"¿cómo está Situada la recta en el sistema Y, /L, W, si las tres proycccio- 
nos de un segmento de esta recto son iguales entro sí? 

$. ¿Cómo construir la proyección de perl del segmento do una recta do 
posición feneral por sus proyecciones frontal y horizontal dadas? 

6. ¿Cómo ojecutar la construeción por la proguuta 5 en ol dibujo sio ejos 
de proyección? 

7. ¿Cuáles posiciones de una línea recta en el sistema Y, 41, W se consido- 
ran particulares? 

'8. ¿Cómo so dispone la proyección frontal del segmonto de una recto, si 
su proyección horizoutal es igual al propio segmento? 

4." ¿Cómo ss dispono le proyección horizontal del segmento de una recta, 
si su porn frontal es igual al 077 segmento? 

ad ¿Cuál propiedad de da proyucolón paralela so refiero a la relación antro 
los ¡mentos de a recta? 
41. ¿Cómo dividir en el dibujo el segmento de uns recta en le relación dada? 
braza de una recta en el plano de proyesción? 
la traza fontal de una recta 











45. ¿Dóndo se dispone la proyección frontal de la traza horizontal de una 
rocta' 

16. ¿Puedo haber el caso cuando una recto en el sistema Y, /£, W tenga sus 
trazas en cada uno do estos planos, coincidentes en un punto? 
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$ 13. CONSTRUCCIÓN DEL SEGMENTO 
DE UNA RECTA DE POSICIÓN GENERAL 
Y DE LOS ÁNGULOS DE INCLINACIÓN 
DE LA RECTA A LOS PLANOS DE PROYECCIÓN 
V Y H EN EL DIBUJO DE TAMAÑO NATURAL 


Dol examen de la parte superior de la fig. 69 se puedo deducir 
quo el segmento AB es la hipotenusa del triángulo roctángulo AB7, 
en el cual uno de los catetos es igual a la proyección del segmento 
(A1=apbp) y el otro equivalo a la diferencia entre las distancias de 
los extremos del segmento al 
plano de proyección P. 

Si las coordenadas que de- 
finen las distancias de los 
extremos del segmento al 
plano de proyección tienen di- 
ferentes signos (dibujo infe- 
rior de la fig. 69), se debe tener 
en cuenta la diferencia alge- 
braica: 


B1=Bb,—(—Aap)=Bb,+Aap. 


El ángulo formado por una 
recta con el plano de proyección 
se determina como el ángulo 
formado por esta recta con su 
proyección sobre este plano. 
Este ángulo entra en el mismo 
triángulo rectángulo que se 
construye para determinar la 


vordadera magnitud del seg- > 
monto. : 
Evidentemente, conociendo A Bi=B0,-(-A0,)=Bb,+Aa, 


por el dibujo los catolos del Fig. 69 
triángulo, se puede construir 

esto triángulo en cualquier parte del campo del dibujo. En la fig. 70 
se muestra la construcción empleada por G. Monge: a partir del punto 
1 se traza el segmento a;Z, igual a la proyección ab, y se construyo 
la hipotenusa a;b” que expresa la magnitud vordadera del segmento 
AB..El ángulo con su vértice en el punto a; es igual al ángulo 
entre AB y el plano H. 

En la fig. 71, a la izquierda, la longitud del segmento AB y 
el ángulo formado por la recta AB con el plano H han sido dolermina- 
dos del triángulo rectángulo construido sobre la proyección ab to- 
mando como segundo catoto 5B igual a b'1. AB=abB. 
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En la fig. 71, a la derecha, la longitud del segmento y el ángulo 
formado por la recta AB con el plano Y se han determinado del tri- 
ángulo rectángulo construido sobre la proyección ab” (a'A=a2). 
AB=V'A. 

¿Están limitados por algo los ángulos a y f para la recta de posi- 
ción general? Sí, cada uno de estos ángulos puede ser solamente agu- 
do. Pero, además, para la recta de posición general, a-+P$=<00". 

% 








Fig. 70 


En efecto, (fig. 72), en el triángulo rectángulo n'm'm la suma de los 
ángulos y+-P==90*. Pero, en los triángulos n'm'm y nínm, siendo 
común la hipotenusa n'm, el cateto 1'm' es mayor que el cateto n'n 
y, por consiguiente, £>a. Sustituyendo en 8+$=90" É por el án- 
gulo a, obtenemos que a-+$<90". 


Examinemos (fig. 74) los triángulos rectángulos ad] y b'a'Á. En cada uno 
de estos triángulos la hipotenusa expresa la magnitud, verdadora del segmento, 
uno de los catetos es la proyección de este segmento. El otro oateto es igual a la 
diferencia entro las distancias do los extremos del segmento al correspándiente 
plano do proyección (b3=0'7=a la diferencia entre las distancias al plano 17, 
a'A=a2=a la diferencia entre las distancias al plano Y). Adomás, en uno 
de estos triángulos so halla el ángulo Tormado por el segmento con el plano 4 
cl ángulo a), y en el otro, el ángulo formado por el segtuento con el plano Y (el 
ingulo $). 

En el cue dado, eran conocidos los eatetos y doterminabamos la hipote: 
usa y el ángulo, Pero puedo surgir la siguiente posición: son conocidos la hipo- 
tcnusa y el ángulo, hace falta determinar los catetos (es decir, se conocen la mag- 
nitud verdadera del segmento y los ángulos formados por este segmento con los 
planos de proyección; hace falta construir las proyecciones de este segmento). 

Supongamos (fig. 73) que sea AB ol segmento dado (en la fig. 74 correspon- 
de a ins húpotenusas a y 6/4). Describamos con este segmento, como diámetro, 
una circunferencia. Tomando cl punto A como vértice, construimos el ángulo e: 
(es decir, cl ángulo dado con el plano 71) y el triángulo roctángulo 418. Do la 
comparación de este triángulo con el 452 ¿fig. 74) se desprendo que -ol cateto 47 
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expresa la proyección horizontal del segmento 42, y el cateto 87, la diferencia 
entre las distancias de los extromos del segmento 43 al plano Ml 

Construimos (fig. 73) también ol triángulo rectángulo 42B por la misma 
hipotenusa 48 y el ángulo dado $ con el plano de proyección Y y lo comparamos 


y 


uz y 





Fig. 72 Fig. 73 Fig. 74 


con el triángulo 5'a'A en la fig. 71. Es evidente, que el cateto 22 expresa la pro- 
yocción Irontal del segmento dado, y el cateto 42, la diferencia ontro las distan= 
sins de los extremos del sogmento al plano V. 

Ahora construimos ol dibujo (fig. 74). Supongamos que el segmento debo 
sor trazado por el punto E hacia la izquierda y hacia abajo, Llevando sbbro la 
Jinea de referencia 0'D, a partir del punto »”, el segmento 6'7 ígual a B1 (véaso 
la fig. 73), tracemos a continuación por el punto 7 una recta perpendicular a 9/5, 
Enla intersección de esta recta con el arco trazado desde el punto ¿' como centro 
y cuyo radio es igual a la proyección frontal, es decir, al segmento 82, obten 
inos el punto a”. Para hallar la proyección horizontal 'a, se puedo intersecar la 
Tínea de roferencia con un arco descrito desde el punto a' y cuyo radio es igual 
a AL _(véaso la fig. 73). En este caso, se deberá obtener que a'a-—b7=4 2 

En la fig. 74 se da solamente una posición del segmento. Pero, pueden exis: 
_tir otras sieto posiciones más para el punto inicial 8. Damos la posibilidad al 
lector de representar el segmento AB en estas posiciones. 


En la fig. 75 se da un ejemplo de la determinación de la dis- 
tancia desde el punto A hasta el punto O. Primero han sido construi- 

















Fig 75, 


46 CAP. 1! PUNTO Y RECTA 


das las proyecciones del segmento buscado: a'o" y ao (el punto O 
está expresado por sus proyecciones o” y 0). Luego se ha construido 
el triángulo vaA, uno de cuyos catetos es la proyección oa, y el 
otro es el segmento aA=a'1. La distancia buscada se determina por 
la hipotenusa oÁ. 

Ahora podemos doterminar el ángulo formado por la recta, de 
igual inclinación a los planos //, Y y W, con estos planos. Sobre 
esto ángulo se habló on el $ 10, y se indicó su magnitud (235). 
Esta puedo ser determinada si se examina, por ejemplo, la fig. 76: 
las proyecciones a'b” y ab son iguales entre sí, y los ángulos a'b'7 
y a'ab equivalen cada uno a 45” (véase el $ 10). 

El ángulo buscado se ha determinado del triángulo rectángulo 
abB, en el que ol catoto ¿B=0b'1. Si se toma b'1 igual a la unidad, 
entonces, ab=a'b'=VZ y el ángulo es a=35%45". La misma magni- 
qua tionen los ángulos formados por esta recta con los planos 

y W. 

Si so emplea lo dicho en el $ 8, es decir, se complementa ol siste- 
ma V, H con el sistema $, 11, eligiendo ol plano S perpendicular al 
H y paralelo al segmento de una recta dado en el dibujo, es evidento, 
que la proyección de este segmento sobre el plano $ expresará su 
magnitud verdadera y el ángulo con el plano Hf. 





Fig. 77 


Supongamos (fig. 77) que so exija determinar el tamaño natural 
del segmento AB y cl ángulo formado por éste con el plano X7. En el 
sistema V, 17 so ha introducido el plano S1T de tal modo quo 
SIl4B. Ha surgido un sistema auxiliar S, H. En este sistema ABI|S 
(el eje S/I1|lab); la proyección a,b, expresa la magnitud verdadera del 
segmento AB. 
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Rectas paralelas. Al número de propiedades de la proyección 
paralela se refiere la siguiente: las proyecciones de dos rectas parale- 
las son paralelas entre sí: Si (fig. 78) la recta AB es paralela a la recta 
CD, los planos proyectantes Q y R son paralelos entre sí y al inter- 
secarse con el plano de proyección P se obtienen las proyecciones pa- 
ralelas entre sí azbp y Cody. 

Sin embargo, a pesar do que apbpllezdp (fig. 78), las rectas, para 
las cuales apbp y cpd, son sus proyecciones, pueden ser no paralelas 
entre sí: por ejemplo, la recta AB no es paralela a la recta C,D,. 








Fig. 78 Fig. 79 


De la propiedad señalada de la proyección paralela se desprende 
que las proyecciones horizontales de rectas paralelas son paralelas 
entre sí, las proyecciones frontales son paralelas entre sí y las proyec- 
ciones de perfil son paralelas entre sí. 

¿Es justa la conclusión inversa, es decir, serán paralelas dos rec- 
tas en el espacio, si en el dibujo sus proyecciones homónimas son 
dos a dos paralelas? Sí, si están dadas las proyecciones paralelas 
entro sí sobre cada uno de los planos de proyección, 4, V y W. Pero, 
si están dadas las proyecciones paralelas entre sí de las rectas sola- 
mente sobre dos planos de proyección, entonces, el paralelismo 
de las rectas en el espacio se confirma siempre para las rectas de 
posición general y puede no confirmarse para las rectas paralelas 
a uno de los planos de proyección. 

Un ejemplo se da en la fig. 79. A pesar de que las rectas de perfil 
AB y CD vienen dadas por las proyecciones ab, a'b' y cd, c'd' parale- 
las entre sí, las propias rectas no son paralelas, esto se ve de la dis- 
posición recíproca de sus proyecciones de perfil construidas por las 
proyecciones dadas. 
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Así pues, la cuestión se resolvió con ayuda de las proyecciones 
de las rectas sobre el plano de proyección respecto al cual las rectas 
dadas son paralelas. 

En la fig. 89 está representado el caso cuando se puede establecer 
que las rectas de perfil 4B y CD no son paralelas entre sí, sin recu- 
rrir a la construcción de la tercera proyec: basta prestar atención 
en la permutación de las designaciones. 











Fig. 80 Fig. 81 


Si se exige trazar por el punto dado A una recta paralela a la recta 
dada LM, entonces (fig. 81, a la izquierda), la construcción se re- 
duce al trazado por el punto a” de una recta paralela a /'m', y por 
el punto a de otra recta paralela a lm. 

En el caso representado en la fig. $1 a la derecha, las roctas paralelas están 
situadas en un plano proyectanto común para ellas. perpendicular al, plano 4. 
Por esta razón, las proyecciones horizontales de estas rectas se encuentran sobro 
una misma recta 

Rectas que se cortan. Sí las rectas se cortan, sus proyecciones 
homónimas se cortan en un punto que es la proyección del punto de 
intersección de estas rectas. 

En efecto (fig. 82), si el punto K por- 
toneco a ambas rectas AB y CD, la pro- 
yección de este punto deberá ser el punto 
de intersección de las proyecciones de las 
rectas dadas. 

La conclusión de que las rectas da- 
das en el dibujo se cortan, sc puede 
Fig. 82 hacer siempre con relación a las rectas 

de posición general, independientemente 
de si están dadas las proyecciones sobre tres o sobre dos planos de 
proyección. La condición necesaria y suficiente es que los puntos 
de inersección de las proyecciones homónimas se encuentren en una 
misma perpendicular al correspondiente eje de proyección (fig. 83) 
o que, en el dibujo sin ejes de proyección (fig. 84) estos puntos 
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se encuentren sobre la línea de referencia de dirección dada. Pero, 
si una do estas rectas es paralela a un plano de proyección cual- 
quiera, y en el dibujo no vienen dadas las proyecciones sobre esto 
plano, no so puede afirmar que estas rectas se cortan, aunque so cum- 
pliera la condición indicada más arriba. Por ejemplo, en el caso dado 
en la fig. 85, las rectas AB y CD, de las cuales la CD es paralela al 
plano W, no se cortan; esto puede ser confirmado con la construcción 


z 





Fig. 83 Fig. 84 y Fig. 85 


de las proyecciones de perfil o aplicando las reglas de división do 
los segmentos en una relación dada. 

Las rectas quo se cortan as on la fig. 84 están contenidas en un 
lano proyectanto común para éstas, perpendicular al plano Y Por esta razón 
las proyecciones frontales de estas rectas están sibuadas sobro una inisma reo 








Rectas que se eruzan. Las rectas que se cruzan, mí se cortan ni 
son paralelas. En lo fig. S6 están representadas dos rectas que se 
cruzan de posición general: a pesar de que las proyecciones homó- 
nimas se cortan, sus puntos de intersección no pueden ser unidos 
con la línea do referencia, paralelo a las líneas de referencia 1% 











y 
Sig. 86 
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y m'm, es decir, estas rectas no se cortan. Las rectas representadas 
en la figs. 79, 80 y 85 son también rectas que se cruzan. 

¿Cómo debe considerarse el punto de intersección de las proyeccio- 
nes homónimas de las rectas que se cruzan? Este punto representa 
las proyecciones de dos puntos, uno de los cuales pertenece a una 
de las rectas que se cruzan, y el otro, a la otra recta. Por ejemplo, 
en la fig. 87 el punto con las proyecciones X' y k pertenece a la recta 
AB, y el punto con las proyecciones 1” y 1 pertenece a la recta CD. 
Estos puntos equidistan del pla- 
no V, pero sus distancias hasta 
el plano H son diferentes: el pun- 
to con las proyecciones 1 y lse 
encuentra más alejado del plano 
H que el punto con las proyec- 
ciones k' y k (véase la fig. 88). 

Los puntos con las proyec- 
ciones m', m y n', nequidistan 
del plano /, pero se encuentran 
a distintas distancias del plano V. 

El punto con las proyecciones 
Y y l, perteneciente a la recta 
CD, tapa al punto con las proyecciones k* y k de la recta AB respecto 
al plano H; la dirección correspondiente de la vista está indicada 
con una flecha al lado de la proyección 1. Respecto al plano V, 
el punto con las proyecciones n' y n de la recta CD tapa al punto 
con las proyecciones m' y m de la recta AB; la dirección de la vista 
está indicada con una flecha al lado de la proyección n. 

Los designaciones de las proyecciones de los puntos «tapados» 
se dan entre paréntesis". 





Fig. 88 


$ 15. SOBRE LAS PROYECCIONES 
DE ÁNGULOS PLANOS 


1. St el plano, en el que está situado cierto ángulo, es perpendicu- 
lar al plano de proyección, este ángulo se proyecta sobre este plano de 
proyección en forma de una recta. 

3. Si el plano de un ángulo rec- 
to no es perpendicular al plano 
de proyección y por lo menos uno 
de sus lados es paralelo a este pla- 
no, el ángulo recto se proyecta so- 
bre él en forma de ángulo recto 


1 A los puntos pertenecientes a rec- 
tas quo so cruzan y situados en una 
misma recta proyectante se los suele 
Mamar puntos «concurrentes». Fig. 89 
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Supongamos que el lado CB del ángulo recto ACB (fig. 80) es 
paralelo al plano de proyección. En tal caso, la recta CB es paralola 
a cyb. Sea que el segundo lado (4C) del ángulo recto corta a su pro: 
yección ape, en el punto K. Trazamos on el plano de proyección por 
el punto Á una recta paralela a cpbp. La recta LL también es paralola 
a CB, y ol ángulo CKL se obticno recto. Por el teorema do las 1108 
perpendiculares, el ángulo cpKL también os recto”. Por tanto, tame 
bión es recto el ángulo apcybp. 

A esto teorema sobre la proyección de un ángulo recto le corres- 
ponden dos inversos (puntos 3 y 4). . 

3. Si la proyección de un ángulo plano representa un ángulo recto, 
el ángulo proyectado será recto solamente con la condición de que por 
lo menos uno de sus lados sea paralelo al plano de proyección. 





A 
de dl 
de e 
Y 
Fig. 90 Fig. 91 


4. St la proyección de cierto ángulo, uno de cuyos lados es paralelo 
al plano de proyección, representa un ángulo recto, entonces, el ángulo 
proyectado también es recto. 

Basándoso en lo expuesto se puedo establecer que los ángulos 
ropresentados en la fig. 90, en el espacio son rectos. 

¿En qué caso las proyecciones de un ángulo recto sobre dos pla- 
nos do proyección ropresentan ángulos rectos? Esto sucede cuando 
uno de los lados del ángulo recto es perpendicular al tercer plano de 
proyección (en esto caso, el otro lado es paralelo a este plano). Un 
ejemplo de esto caso está representado en la fig. 91: el lado AC os 
perpendicular a W y el lado BC es paralelo a este plano. 


Empleando los conocimientos sobre le* proyección do un ángulo recto, sobre 
la adición del sistema S, 4 al sistema V, H ($ 8) y sobre la disposición de las 
proyecciones de una recta paralela a uno do los planos de proyección ($411), 


»_ De acuerdo con el teorema directo de las tres perpendiculares: si KZ [ eyK, 
entonces, KZ | CK. De acuerdo con el teorema inverso: si K£|.CK, ontontes, 
KL cp Ko 


4% 
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podemos eumplir las siguientes construcciones: trazar por cierto punto 4 una 
recta do modo que corto a la ceota dada bajo un ángulo de 90”. La resolución se 
muestra en la fig. 92, dondo, a la isquierda, ee da la posición inicial, on ol contro 
se muestra la formación de un sistema más S, /T, además del sistema Y, H, con 
la particularidad do que S|,8C, y a la derecha se ha cumplido la construcción de 
la recta AK | BC. 

Por ser e] plano S|'8C, lo que se asegura trazando el eje S/H paralolamonte 
a de, ol ángulo recto A KB (o el ARC) se proyecta sobre el plano S en forma del 
ángulo recto ask;bs. Una vez construidas las proyecciones del punto A y do la 
recta BC sobro el plano S, trazamos ayk, | B,cs, Y a continuación obtenemos las 
proyecejones k y kr y las proyecciones al y a" (la marcha de ln construcción 
está indicada con flechas). 


3 





Fig. 92 


¿So puedo considerar. que, una voz construida la perpendicular AX a la rec= 
ta BC, hemos doterminado la distancia do A a 8C? No, sólo hemos construido 
las proyecciones del segmento A£; ninguna de ellas determina la magnitud do 
lo distancia. Si hay que determinar la magnitud del segmento AX, es decir, la 
distancia de 4 a BC, se debo continuar la construcción, empleando, por ejemplo, 
el procedimiento expuesto en el $ 43. 


5. Si el plano de un ángulo obtuso o agudo no es perpendicular al 
plano de proyección y por lo menos uno de los lados del ángulo es pa- 
ralelo al plano de proyección, entonces, la proyección de un ángulo 
obtuso sobre este plano representa un ángulo obtuso; y la proyección 
de un ángulo agudo, un ángulo agudo. Ñ 

Supongamos quo la recta CB (fig. 93) seá paralela al plano de 
proyección. Examinemos el ángulo obtuso KCB o el ángulo agudo 
MCB y tracemos en el plano de este ángulo una recta CL CB. Por 
ser el ángulo LCB recto, su proyección, el ángulo Lcpb,, representa: un 
ángulo recto. Este ángulo está comprendido dentro del ángulo Kc,bp 
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y comprende a su vez al ángulo Mcpbp, por tanto, el ángulo Kc,b,, 
es obtuso y el Mepb, es agudo. 

Así pues, la proyección de un ángulo representa un ángulo del 
mismo nombre (recto, obtuso o agudo) que el propio ángulo, si por 
lo menos uno de los lados del ángulo es paralelo al plano de proyee- 
ción. 

En general, la proyección de cualquier ángulo, puede represen= 
tar un ángulo recto, obtuso o agudo, según la posición del ángulo 
respecto al plano de proyección. 

6. Si ambos lados de un ángulo cualquiera son paralelos al plano 
de proyecsión, su proyección es de igual magnitud que el ángulo pro- 
yectado. 





Fig. 93 


Esto so desprende de la igualdad de los ángulos con lados para- 
lelos y del mismo sentido, 

Por eso, por ejemplo, el ángulo formado por la recta AB (fig. 50, 
pág. 35) con el plano V es fácil de determinar: es el ángulo entre la 
proyección ab y el eje z; de la misma manera el ángulo formado por 
la recta CD con el plano H (fig. 54) so determinará como el ángulo 
formado por la proyección e'd' con el eje x, y el ángulo entre EF 
(fig. 52) y el plano V, como el ángulo formado por la proyección 
e"f' con el ejo z. 

Para el ángulo recto, la igualdad de su proyección al propio ángulo 
tiene lugar en el caso en que sólo uno de los lados del ángulo recto es 
paralelo al plano de proyección. 

Pero, para el ángulo agudo u obtuso, uno de cuyos lados es paralelo 
al plano de proyección, la proyección del ángulo no puede ser igual al 
ángulo proyectado. En este caso, la proyección de un ángulo agudo 
es menor que el ángulo proyectado, y la proyección de un ángulo 
obtuso es mayor que el ángulo proyectado. 

Supongamos (fig. 94) que el ángulo A ,BC sea agudo y quo su lado 
CB sea paralelo al plano P; epbplICB. El plano S, trazado por ol punto 
C perpendicularmento a CB, es porpendicular al plano P e intorseca 


54 CAP. IL PUNTO Y RECTA 


a oeste último según la recta $,, que pasa por el punto c, y es perpen- 
dicular a cpbp. Si se traza por el punto B diferentes rectas bajo un 
mismo ángulo agudo a la recta CB, todas estas rectas intersecarán 
al plano $ en puntos cuyas proyecciones se situarán sobre la recta 
Sp. Supongamos que las rectas AB y A1B formen con la recta CB ángu- 
los iguales entre sí: ZABC=Z4,BC. Si en este caso AB es paralelo 
al plano P, entonces, Zapbyóp=ZABC. Si el lado AB no es para- 
lelo al plano P, la proyección del punto A, se encontrará en la recta 
Sp más cerca del punto cp que la proyección del punto 4. Por consi- 
guiente, la proyección del ángulo A,BC representa un ángulo menor 
quo ol 2pbpcp, O Sea, Zas LA BC: 

AS sa E paralelos al plano de proyección 
o están inclinados a una misma magnitud respecto a este plano, la di- 
visión de la proyección de este ángulo sobre dicho plano por la mitad 
corresponde a la división por la mitad del propio ángulo en el espacio. 





Fig. 94 


8. La división de un ángulo en el espacio por la mitad corresponde 
a la división de su proyección por la mitad sólo con la condición de que 
los lados del ángulo forman con el plano de proyección ángulos iguales, 

9. Si los lados de un ángulo están inclinados a una misma magnitud 
respecto al plano de proyección, la proyección de este ángulo no puede 
ser igual al ángulo proyectado. 

Esto (fig. 95) se puede establecer mediante el abatimiento del 
ángulo MEN sobre el plano P, haciéndolo girar alrededor de la recta 
MN. En este caso, el ángulo MkpN se encontrará dentro del ángulo 
MKiN, y los vérticos K, y k, estarán situados en la perpendicular 
común a MN, 

10. Las proyecciones de los ángulos agudo y obtuso pueden ser 
iguales al ángulo proyectado no solamente en el caso de paralelismo 
de los lados del ángulo al plano de proyección. 
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En la fig. 96 se ve que todos los ángulos, por ejemplo, el ángulo 
agudo MKN y el obtuso MEN y, cuyos lados están situados respec- 
tivamente en los planos proyectantes P y Q, tienen como proyección 





Fig. 95 Fig. 96 


un ángulo igual al MLN, con la particularidad de quo estos ángulos 
pueden adquirir los valores entre 0% y 180%. Evidentemente, entre 
estos ángulos puede hallarse un ángulo igual a su proyección. 

Un ejemplo de la construcción de tal ángulo se da en el $ 38. 


PREGUNTAS A LOS $$ 1345 


1. ¿Cómo construir en el dibujo los triángulos rectángulos para determinar 
la longitud del segmento de una recta de posición general y los ángulos formados 
por ésta con los planos de proyección Y y 17? 
2. ¿A qué condiciones deben corresponder los ángulos formados por una 
recta, de posición general con los plonos do proyección Y y 1/2 
3. ¿Cuél propiedad do la proyección paralela se refiere a las rectas parolo- 





4. ¿So puedo doterminar por ol dibujo de dos rectas de porfil en ol sistema 
Y, H, si son estas rectas paralelas entro sí? 

5. ¿Cómo se representan en el sistema Y, /1 dos rectas que se cortan? 

6. ¿Cómo debo interprotarse el punto do intersección de los proyecciones 
do'dos Fectas que se cruzan? 

7. ¿En qué caso el ángulo recto se proyecta en forma de ángulo recto? 

8. ¿En qué caso la proyección de un ángulo obtuso o agudo es obligatoria- 
monte un ángulo del mismo nombre (obtuso o agudo)? 

Y. ¿Puedo ser la proyección de un dagulo agudo y obtuso, uno do cuyos 
lados es paralelo al plano do proyección, igual al propio ángulo en el espacio? 

10. ¿En qué coso la división de la proyección do un ángulo por lo mitad 
corresponde a la misma división del propio ángulo en el espacio? 

1d ¿Puede ser la proyección de un ángulo sobre cierto plano de proyección, 
igual sl ángulo proyectado enyos lados forman con este plano ángulos iguales) 

42, ¿Puode ser un ángulo agudo u obtuso, cuyos lados vo son paralolos al 
plano de proyección, igual a su proyección sobre este plano? 





Tu 
CAPITULO 
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$ 16. DIFERENTES MÉTODOS 
DE REPRESENTACIÓN DE UN PLANO 
EN EL DIBUJO 


La posición de un plano en el espacio queda doterminada: 

a) por tres puntos no alineados; 

b) por una recta y un punto exterior a esta recta; 

€) por dos rectas que se cortan; 

d) por dos rectas paralelas. 

En concordancia con esto, en el dibujo el plano puede estar dado; 


ida 
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Fig. 97 Fig. 98 Fig. 99 Fig. 100 


5) por las proyecciones de tres puntos no alineados (fig. 97); 

b) por las proyecciones de una recta y un punto exterior a esta 
recta (fig. 98); 

e) por las proyecciones de dos rectas que se cortan (tig. 99); 

d) por las proyecciones de dos rectas paralelas (fig. 100; 

Cada una de las representaciones expuestas en las figs. 97—100 
puede ser transformada en otra de ellas. Por ejemplo, trazando por 
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los puntos A y B (fig. 97) una recta, obtendremos la representación 
del plano dada en la fig. 98; de ella podemos pasar a la fig. 100, 
si por el punto C trazamos una recta paralela a la recta AB. El pla- 
no puede ser representado en el dibujo por las proyecciones do cual- 
quier figura plana (triángulo, cuadrado, círculo, etc.). Supongamos 
que cierto plano P viene determinado por , 

los puntos A, B y C (fig. 101). Trazando 
líneas rectas por las proyecciones homó- 
nimas de estos puntos, obtendremos las 
proyecciones del triángulo 4BC. El puntoD, 
tomado sobre la recta AB, pertenece al 
mismo tiempo al plano P; trazando una 
recta por el punto D y otro punto pertene- 
ciente al plano P (por ejemplo, por el pun- 
to C), obtenemos una recta más en el pla- 
no 





Análogamente, pueden ser construidas Fig. 101 

las rectas y, por tanto, los puntos perte- 

necientes al plano dado por cualquier de los métodos expuestos. 
Más adelante veremos que el plano perpendicular al plano de pro- 

yección, puede ser dado por la recta según la cual estos planos se in= 

tersecan. 
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El plano puedo ser representado con mayor claridad con ayuda de 
las rectas según las cuales este plano interseca a los planos de proyec- 
ción. En la fig. 102 se da un ejemplo de la construcción de tales 
rectas para el caso en que cierto plano Q viene dado por dos rectas 
que se cortan AB y CB. 

Para construir la recta según la cual el plano Q interseca al pla- 
no H, basta construir dos puntos pertenecientes al mismo tiempo 
a los planos Q y H. 

Como tales puntos sirven las trazas de las rectas AB y CD en el 
plano H, es decir, los puntos de intersección de estas rectas con el 
plano /7. Una vez construidas las proyecciones de estas Lrazas, tra- 
zando una recta por los puntos m, y ma, obtendremos la proyección 
horizontal de la línea de intersección de los planos Q y 4. 

La línca de intersección de los planos Q y V queda determinada 
por las trazas frontales de las rectas AB y CD. 

Las rectas, según las cuales cierto plano interseca a los planos 
de proyección, se llaman trazas de este plano en los planos de proyec- 
ción, o, abroviadamente, trazas del plano. 

En la fig. 103 viene representado un plano P que interseca al 
plano horizontal de proyección según la recta designada por P, y al 
plano frontal, según la recta P,. La recta P, se llama traza horizon- 
tal del plano, y la recta P,, traza frontal del plano. 
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Si un plano interseca al eje de proyección, en este eje se obtiene 
el punto de intersección de las trazas del plano". Así, por ejemplo, 
en la fig. 103 las trazas P, y P, se intersecan sobro el ejo = en el 
punto designado con P.,. 

La traza de un plano en el plano de proyección se confunde con 
su proyección sobre este plano. La traza P, (fig. 103) se confunde 
con su proyección horizontal; la proyección frontal de esta traza 
















-m, 


Fig. 102 Fig. 103 


está situada en el ejo de proyección. La traza P, se confunde con su 
proyección frontal; la proyección horizontal de esta traza ostá situa» 
da on el eje de proyección. 

En el dibujo, el plano puede ser dado por las proyecciones de 
sus trazas. Podemos limitarnos a designar solamente las propias tra- 
zas (fig. 104). Tal dibujo es claro y cómodo al ejecutar ciertas cons- 
trucciones. 


AL consteuir las trazas do un plano, ol punto de su intersección puedo ser 
utilízado para verificar la construcción: ambas trazas deben intersecarso en un 
punto sobro el ejo de proyección (véaso la fig. 102). 

El ángulo entro las trazas on el dibujo no es igual al ángulo formado por las 
trazas dol plano on el espacio. En efecto, on la intersección de las trazas so encuen- 
tra el vértico de un ángulo triédrico, dos de cuyas caras coinciden con los pla- 
nos do proyección (fig. 103). Pero, la suma de los ángulos planos de wa ángulo 
triódrico es mayor que el tercer áogulo plano, Por esta razón, ol ángulo formado 
por las trazas Pg y Pa en el dibujo (fig. 104), siempre es mayor que el ángulo 
entro estas trazas en el espacio. 


- Si se examina un plano on el sistema V, H, W, entonces, en el 
caso general, el plano intersecará cada uno de los ejes de proyección 





» A este punto se le suele llamar «punto de concurrencia de las trazas» 
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(fig. 105; el plano P intersecará a los ejes z, y y 2). A tal plano se lo 
lama plano de posición general. La traza P,, se llama traza de perfil 
del plano. 

Puesto que los puntos P,, P, y P, están situados sobre los ejes 
z, y y 2 respectivamente, para construir el dibujo del plano en el 
sistema V, 11, W es suficiente tener dados los segmentos OP., OP, 
y OP,, es decir, conocer las coordenadas de los puntos P,, Py y P, 


e, 


j 
A Pi > 
Fig. 104 Fig. 405 


en el sistema de ojos z, y, z. El probloma se reduce solamente a una 
coordenada para cada uno de estos puntos, ya que las otras dos voor» 
donadas son iguales a cero. Por ejemplo, para la construcción del 
punto P, basta conocer su Z-coordenada: la abscisa y la ordenada de 
este punto son iguales a coro. 





$ 18. LA RECTA Y EL PUNTO EN EL PLANO. 
RECTAS DE POSICION PARTICULAR 


¿Cómo construir en el dibujo una línea recta situada en un plano 
dado? Esta construcción se basa en dos hipótesis conocidas do la 
Geometría. 

1) Una recta pertenece a un plano, si pasa por dos puntos per- 
tenecientes a este plano. 

2) Una recta pertenece a un plano, si pasa por un punto pertene- 
ciente a este plano, y es paralela a una recta situada en este plano o 
paralela a él. 

Supongamos que el plano Q, (fig. 106) esté determinado por 
dos rectas que so cortan AB y CB, y el plano Q,, por dos rectas 
paralelas DE y FG. De acuerdo con la primera hipótesis, la recta 
que corta a dos rectas que doterminan a un plano, se encuentra sobre 
este plano. 
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Fig. 108 


De aquí se deriva que si el plano está dado por sus trazas, enton- 
ces, la recta pertenece al plano, si las trazas de esta recta se encuentran 
en las trazas del plano del mismo nombre que éstas (fig. 107). 

Supongamos que el plano P (fig. 106) esté determinado por el 
punto A y la recta BC. De acuerdo con la segunda hipótesis, la rec- 
ta trazada por ol punto A paralelamente a la recta BC, pertenece 
al plano P. De aquí que: la recta pertenece al plano, si es paralela a 
una de las trazas de este plano y tiene un punto común con la otra traza 
(fig. 108). 
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Los ejemplos de construcción expuestos on las figs. 107 y 103 no dobon ser 
interpretados eu el sentido de que para la construción de una recta sobro un plano 


es necesario previamente construir las trazas de esto plano. Claro está, que esto 
no es obligatorio. 

Por ejemplo, en la fig. 109 se da la construcción de la recta 4M en el plano 
dado porel punto 4 y ana recta que pasa por el punto L. Supongamos que la 
recta AM de 


12 sor paralela al plano 4. La construcción so ha iniciado trazando 





Fig. 109 a Fig. 111 


las proyecciones a'm' porpondicularmento a la línea de reforencia aa. Con ayuda 
del punto ma” so ha hallado el punto ;: y, a continuación, ha sido trazada la -pro= 
yección am. La recta AM correspondo a la condición: es paralela al plano // y 


ostá situada en el plano dado, por pasar por dos puntos (A y M) pertenecientes 
a ciencia cierta, a esto plano. 








¿Cómo construir en el dibujo un punto perteneciente a un plano 
dado? Para hacer esto, se construye previamente una recta situada 
en el plano dado, y sobre esta recta se toma un punto, 

Por ejemplo, se exige hallar la proyección frontal del punto 
D, si está dada su proyección horizontal 4 y se conoce que el punto 
D' debe portenecer al plano determinado por el triángulo ABC 
(fig. 110). 

Primero se construye la proyección horizontal de cierta recta 
de modo que el punto D pueda encontrarse sobre esta recta, y esta 
última esté situada sobre el plano dado. Para ello se traza una recta 
por los puntos a y d y se marca el punto m, en el cual la rocta ad 
interseca al segmento bc. Una vez construida la proyección frontal 
m' sobre b'c”, se obtiene la recta AM situada en el plano dado: esta 
recta pasa por el punto A y el punto M, el primero de los cuales es 
notoriamente un punto de este plano y el segundo está construido en 
ésto. 

La proyección frontal buscada d' del punto D deberá encontrarse 
sobre la proyección frontal de la recta AM. 
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En la fig. 111 se da otro ejemplo. En el plano Q, dado por dos rectas parale- 
los AB y CD, debe encontrarse el punto K, dado solamente por su proyección 
horizontal %, Por el punto X se ha trazado ciorta recta tomada como proyección 
horizontal de la recta sobre el plano dado. Con ayuda de los puntos e y [egastrur 
mos e' sobre a'b” y f' sobre c'd'. La recta construida £F' perleneco al plano Q 
por pasar por los puntos £ y £ pertenecientes notoriamente al plano. Si se toma 
ol punto 4 sobre e'/”, el punto 4 so encontrará en el plano Q. 


Al número de rectas que ocupan una posición particular en el 
plano se referirán: las horizontales, frontalesY y líneas de máxima 
inclinación a los planos de proyección. A la línea de máxima inclina- 
ción al plano H7 la llamaremos línea de pendiente del plano”. Se 
llaman horizontales del plano a las rectas situadas en este plano y pa- 
ralelas al plano horizontal de pro- 
yección, 

Construyamos la horizontal del 
plano, dado por el triángulo ABC. 
Es necesario trazar la horizontal 
por el vértice A (fig. 112). 


Y 





Pig. 112 Fig. 113 


Puesto que la horizontal del plano es una recta paralela al plano 
H, la proyección frontal de esta recta se obtendrá trazando a'k' Laa. 
Para construir la proyección horizontal de esta horizontal construi- 
mos el punto k y trazamos una recta por los puntos a y k. 


» Simultáneamente con las horizontales y las frontales del plano se pueden 
examinar sus líneas do perfil, es docir, las rectas situadas en este plano y para- 
lelas al plano W. A las horizontales, frontalos y rectas de perfil se les suele lla- 
mar líneas de nivel. Sin embargo, lal denominación corresponde a la idea co- 
rriento sólo de horizontalidad. 

» Para las líneas de pendiente dol plano está difundido el nombro do «líneas 


do máxima pendiente», pero la noción «pendiente» respecto al plano no exige 
la adición «máximo». 
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La recta construida AX es, en efecto, la horizontal del plano 
dado: esta rocta está situada en el plano, por pasar por dos puntos 
pertenecientes notoriamente a este plano, y es paralela al plano do 
proyección /1. 

Ahora examinemos la construcción de la horizontal de un plano, 
dado por sus trazas. 

La traza horizontal de un plano es una do sus horizontales (la 
horizontal «nula»). Por esta razón, la construcción de una horizon-= 
tal cualquiera de un plano se reduce a la construcción en esto plano 
de una recta paralela a la traza horizontal del plano (fig. 108, a la 
izquierda). La proyección horizontal de la horizontal es paralela 
a la traza horizontal del plano; la proyección frontal do la hori- 
zontal es paralela al eje de proyección. 

Se llaman frontales de un plano a las rectas situadas en este plano 
y paralelas al plano de proyección V. 

En la fig. 113 so da un ejemplo de la construcción de la frontal 
de un plano. La construcción se ha realizado de manera análoga a la 
construcción de la horizontal (véaso la fig. 112). 

Supongamos que la frontal pase por el punto A (fig. 113). Comen- 
zamos la construcción trazando la proyección horizontal de la fron- 
tal, o sea, la recta ak, por ser conocida la dirección do esta proyec- 
ción: al 1'a'a. Luego construimos la proyección frontal de la frontal, 
es decir, la recta ak”. 

La recta construida es, en efecto, la frontal del plano dado: 
esta recta está situada en el plano, por pasar por dos puntos perto- 
necientes notoriamente a este plano, y es paralela al plano Y. 

Construyamos ahora la frontal de un plano, dado por sus trazas. 

Al examinar la fig. 108, a la derecha, en la que están representa 
dos el plano Q y la recta MB, establecemos que esta recta es la fron- 
tal del plano. En efecto, ella es paralela a la traza frontal (a la fron- 
tal «nula») del plano. La proyección horizontal de la frontal es para» 
lela al eje z, la proyección frontal de la frontal es paralela a la traza 
frontal del plano. 

Se llaman líneas de máxima inclinación del plano a los planos 
H, Y y W, a las rectas situadas en este plano y perpendiculares a 
las horizontales del plano, a sus frontales o a sus rectas de perfil. 
En el primer caso se determina la inclinación al plano H, en el se- 
gundo, al plano Y, y en el tercero, al plano W. Para trazar las líneas 
de máxima inclinación del plano se puede, claro está, tomar corres- 
pondientemente sus trazas. 

Como se dijo más arriba, la línea de máxima inclinación del plano 
al plano se llama línea de pendiente del plano. 

De acuerdo con las reglas de proyección de un ángulo plano (vénso 
el $ 15), la proyección horizontal de la línea de pendiente de un plano 
es perpendicular a la proyección horizontal de la horizontal del plano 
o a su traza horizontal. La proyección frontal de la línea de pendiente 
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so construye después de la horizontal y puede ocupar diferentes posi- 
ciones en dependencia de cómo estó dado el plano, En la fig. 114 
está representada la línea de pendiente del plano Q: BX_L Q,. Por 
ser bK también perpendicular a Qy, cl GB es el ángulo Tineal del 
diedro formado por los planos Q y 17. “Por consiguiente, la línea de 
pendiente de un plano puede servir para determinar el ángulo de incli. 
nación de este plano al plano de 
proyección H. 

Análogamente, la línea do má. 
xima inclinación do un plano al 
plano de proyección Y sirve para 
doterminar el ángulo formado por 
este plano con el plano Y, y la línea 
do máxima inclinación al plano W, 
para determinar el ángulo con el 
plano W. 

En la fig. 115 están construidas 
las líneas de pendiento en los 
planos dados. El ángulo formado por el plano P con el plano A está 
expresado por sus proyecciones, la frontal en forma del ángulo b'A'b 
y la horizontal en forma del segmento kb. Se puedo determinar la mag- 
nitud de este ángulo construyendo un triángulo rectángulo por los 
entetos, iguales a kb y 0'b 








Pig. 145 


Evidentemente, la línea de máxima inclinación del plano defino 
la posición de este plano. Por ejemplo, si (fig. 115) está dada la 
línea de pendiento XB, entonces, trazando perpendicularmente a 
ella la recta horizontal AN o fijando el eje de proyección z y trazando 
Pr kb, quedará delerminado por completo el plano para el cual 
KB es la línea de pendiente. 
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1 particular en el plano examinadas por nosotros, 
principalmento las horizuntales y las frontales, so emplean frecuentemente en 
diforent ws y al resolver problemas, Esto se explica por la sencillez 
alv lu crmsteneción de las rectas indicadas; por esta razón es cómodo emplearlas 
en calidad de rectas auxiliares. 





as rectas de poe 








» 
Fig. 116 Fig. 117 


En la fig. 116 fue dada la proyección horizontal k del punto X. So exigía 
hallar la proyección frontal k”, si el punto K debía estar en el plano, dado por 
dos rectas paralelas trazadas a partir de los puntos 4 y B. a 

Primero fue trazada ciorta recta que pasaba por ol punto K y pertenociente 
al plano dado, En calidad de tal recta so eligió la frontal MN: su proyección 
horizontal fuo trazada por la proyección dada 
k. A continuación fueron construidos los 
puntos mí yn; que determinan la proyeo- 
ción frontal de la frontal. 

La proyección buscada k” doberá estar 
sobre la recta m'n”, 














Fig. 118 Fig. 119 


En la fig. 117, a la izquiorda, por la proyección frontal dada 
pertonecionte al plano P, so ha hallado su proyección horizontal (( 
ción so ha cumplido con ayuda de la horizontal EX. 


En la fig. 117, a la derecha, un problema similar ha sido resuelto con ayuda 
do la frontal MN. 


En la fig, 418 se da un ejemplo mós de la construcción de la proyección quo 
falta del punto perteneciente a un plano. A la izquierda se muestran los datos 


5891 





/ del punto A, 
la construc= 
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conocidos: la línea de pendiente del plano (48) y la proyección horizontal del 
punto (2). A la derecha so da la construcción: por el punto k hn sido trazada 
(perpendicularmente a az) la proyección horizontal de la horizontal, sobre la 
cual deberá estar situado el punto X, con ayuda del punto 1' se ha hallado la 
proyección frontal de esta horizontal y sobre cila, la proyección buscada 4. 

En la fig, 119 se da un ejemplo de la construcción do la segunda proyección 
de una curva plana, si se conoce una lo sus proyecciones (la horizontal) y el 
plano 7, en el que esta cueva está situada. Tomando sobre la proyucción horizon- 
tal de la curva una serie de puntos, hallamos, con ayuda de las horizontales, los 
puntos para la construcción de la proyección frontal de la curva. 

Las flechas indican la marcha de la construcción de la proyección frontal a” 
con ayuda de la proyección horizontal a. 





PREGUNTAS A LOS $5 16—18 


1. ¿Cómo so da ol plano en el dibujo? 

2. ¿Quó significa traza do un plano cn el pluno de proyección? 

; ¿Dónde se sitúan la proyección frontal do la traza horizontal y la proyec- 

ción hofizontal de la traza frontal de un plano? 

4. ¿Cómo so detormina en el dibujo, pertenece o no una recta al plano dado? 

3' ¿Gómo construir enel dibujo un punto perteneciente al plano dado? 

3. JA qué so le llama frontal, horizontal y línea de pendiente do un plano? 

7. Puedo servir la línoa de pendiente do un plano para dotorminar el 
óngulo de inclinación de est plano al plano de proyección 172 

$. ¿Define una recta a un plano, para el cual esto recta os la línon do 
pondiente? 


$ 19. POSICIÓN DE UN PLANO RESPECTO 
A LOS PLANOS DE PROYECCIÓN 


Son ¿posibles las siguientes posiciones de un plano respecto a los 
planos de proyección V, H, W: 

1) el plano no es perpendicular a ninguno de los planos de proyec- 
ción; 

2) el plano es perpendicular solamente a uno de ellos; 

3) el plano es perpendicular a dos planos de proyección, 

Los planos de la segunda y tercera posiciones llevan ol nombro 
común do «planos proyectantes». 

1. El plano no perpendicular a ninguno de los planos de proyec- 
ción es un plano de posición general (véaso la fig. 105), 

Examúnemos, por ejemplo, el plano representado en la fig. 142. 

Este plano no es perpendicular ni al plano V, ni al H, ni al W. 
El hecho de que este plano no es perpendicular ni al plano Y, ni al 
H, se confirma con la forma do las proyecciones a'b'c” y abc: si el 
plano, definido por ol triángulo ABC, fuera perpendicular por lo me- 
nos al plano HH, entonces (fig. 120) la proyección abc representaría 
el segmento de una recta. 

Así pues, el plano examinado no es perpendicular ni al plano V, 
ni al A. ¿Poro, puedo ser que este plano sea perpendicular al plano 
W? No, la horizontal de este plano AK no es perpendicular a W (com- 
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párese con la fig. 54, donde se muestra una recta perpendicular a W) 
y, por consiguiente, el plano ABC no es perpendicular a W. 

Así pues, en la fig. 112 se expone un ejemplo de cómo se da el 
plano de posición general en el sistema V, H. 

En calidad de otros ejemplos de cómo se da el plano de posición 
general sirven las figs. 109, 110, 111, 143, 116, así como las figs. 102, 
104, 107, a la izquierda, 108, 115, a la derecha, 117, 119, en las que 
los planos están expresados por sus trazas. El plano de posición gene- 
ral (fig. 105) ¿nterseca a cada uno de los ejesyz, y, z. Las trazas 
del plano de posición general nunca son perpendiculares a estos 
ejes de proyección. 











Fig. 120 Fig. 121 


Si las trazas P, y P, del plano de posición general forman con el 
oje x ángulos iguales, esto significa quo los ángulos formados por el 
plano P con los planos H y V son iguales entre sí. En efecto, si los 
ángulos planos de un ángulo triédrico son iguales entre sí, serán 
también iguales los ángulos diedros opuestos; los ángulos formados 
por las trazas P, y P, con el eje x (véase la fig. 105), representan 
ángulos planos frento a los cuales se encuentran respectivamente los 
ángulos diedros formados por el plano P con los planos de proyección 
VyH. 

Sí el plano de posición general debe tener la misma inclinación 
a los planos 7, V y W, entonces (véase la fig. 105), ovidentemento, 
OP,=0P,=0P,, es decir, las trazas de este plano forman con los 
ejes de proyección ángulos de 45”. 

Examinando el plano de posición general en el espacio en los 
límites del primer cuadrante o del primer octante, observamos que 


El plano Q representado en Ja fig. 121, pasa por todos los octantes, excepto 
el sexto. 
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el ángulo entre las trazas horizontal y frontal puede ser agudo (véa- 
se la fig. 105) u obtuso (fig. 121). 


Si el dibujo del plano de posición general se construye por las coordenadas 
de los puntos de intersección de las trazas, entonces, evidentemento, en la fig. 121 
doben ser dadas las abscisas positivas y la ordenada do los puntos Qy y Qy y lo 
egativa del punto Q.. 
. 122 está representado un caso particular del plano de posición 
general; sus trazas Pa y Py se encuentran en el dibujo sobre una misma recta, 
'ecordando el esquema de abatimiento de los planos de proyección (fig. 13 en 
la pág. 20), observaremos que las trazas Pa y Py forman iguales ángulos con el 
eje z no sólo en el dibujo, sino también en el espacio. Como se muestra en la 
fig. 122 a la derecha, de jaldad do los triángulos rectángulos kykP, y K'kPy 
se desprende que el ángulo k,P..k es igual al kP,k', es decir, la traza Py formá 
con el eje z el mismo ángulo que la traza Pa. 
Por tanto, cl plano P forma ángulos iguales con los planos M y Y. La parto 
del plano P, que se encuentra en el primer cuadrante, contiene el ángulo verda- 
dero entre Py y P, (en muestro ejemplo es obtuso). 














En la fig. 122 so muestra también la construcción de la tercera traza del 
plano (P.») por dos trazas dadas Py y Py. Por estar las trazas P, y Po situadas 
Sobre und misma Tecta, el punto P, so confundo con el P.,, y, por consiguiento, 
el punto. Py, se encuentra a la misma distancia del punto Ó que el punto Py; 
por eso la traza P,, está inclinada al eje y (y al ojo 2) bajo un ángulo de 45% 

fecisamento tal ángulo do inclinación do la ¿raza de perfil se obtendrá en todos 
los casos de construcción del plano, cuyas trazas horizontal y frontal están 
situadas on el dibujo sobre una recta que corta al eje x bajo un ángulo agudo. 

"Tal plano pasa por la perpendicular al ejo z, quo forma con-el plano Y (0 con 
el 11) un ángulo igual a 45", Y, puesto que esta perpendicular es la perpendicular 
al plano bisoctor do los ángulos diedros adyacentes al ángulo Vf, el plano exa- 
minado puedo ser definido como un plano perpendicular al plano biscotor del 
segundo y cuarto cuadrantes 









2. Si el plano es perpendicular solamente a uno de los planos 
de proyección, son posibles tres casos de posiciones particulares. 

a) El plano es perpendicular al plano horizontal de proyección. 
A tales planos se les llama planos proyectantes horizontales. 

Un ejemplo de este caso se da en la fig. 123: el plano está dado 
por las proyecciones del triángulo ABC. La proyección horizontal 
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representa el segmento de una recta. El ángulo P os igual al ángulo 
tormado por el plano dado con el plano de proyección V. 

En la fig. 124 se da un ejemplo de la representación de un plano 
proyectante horizontal por sus trazas: a la izquierda una ropresenta- 
ción demostrativa; en el centro, el dibujo en el sistema V, H con in- 
dicación del eje x y las trazas S, y S,, a la do- 
recha, sin la indicación del eje z, y por con- 
siguiente, sin la traza S,. 
La traza frontal es perpendicular al plano H 
yal eje de proyección x. La traza horizontal 
puede formar con el eje de proyección cualquier 4 
ángulo; este ángulo sirve de ángulo lineal del 
ángulo diedro entre el plano proyectante hori- 
zontal y el plano de proyección V 


El ángulo entre S, y S,, así como el án: D 
gulo entre S, y S,, en el espacio es igual a 90”. lo 
Si en el plano proyectante horizontal Fig. 123 


está situado un punto, su proyección hori 

zontal deberá estar en la traza horizontal del plano. Esto se 
refiere también a cualquier sistema de puntos situados en el plano 
proysstanta horizontal, sean líneas rectas, o curvas y figuras 
planas. 


La traza S, puede ser examinada como proyección horizontal 


del plano. 
psi Md 


b) El plano es perpendicular al plano frontal de proyección. 
A tales planos se les llama planos proyectanies frontales. 

Un ejemplo de este caso se da en la fig. 125: el plano está dado 
por las proyecciones del triángulo DEF. La proyección frontal 
representa el segmento de una recta. El ángulo a es igual al ángulo 
iormado por DEF con el plano H. 

En la fig. 126 a la izquierda se da za representación demostrativa; 
en el centro, el dibujo en el sistema V, H con indicación del eje de 
proyección; a la derecha, sin indicación del eje de proyección. La 





Fig. 124 
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trazo horizontal es perpendicular al plano V y al eje de proyección. 
La traza frontal puede formar con el eje do proyección cualquier 
ángulo; este ángulo sirve de ángulo lineal del diedro entro el plano 
proyectante frontal y el plano V. 

El ángulo entro 7, y 7, en el espacio es igual a 90”. 





Fig. 125 Fig. 126 


Si on ol plano proyectante frontal está situado un punto, su 
proyección frontal deberá encontrarse sobre la traza frontal del 
plano. Esto se refiere también a cualquier sistema de puntos. La 
traza T, (fig. 126) puedo ser examinada Somo proyección frontal 
del plano 7. 

e) El plano es perpendicular al plano de perfil de proyección. 
A tales planos se les llama planos proyectantes de perfil. 

En la fig. 127 se da un ejemplo del plano proyectante de perfil: 
el plano viene dado por las proyecciones del triángulo ABC. La hori- 
zontal de este plano es perpendicular al 
plano W: las proyecciones a'd' y ad son 
paralelos. Esto demuestra que el plano 
examinado es un plano proyectante de 
perfil, y no un plano de posición general 
(compárese con la fig. 112). 

La proyección de perfil del triángulo 
ABC representa el segmento de una rec- 
ta. El ángulo «a formado por esto sog- 
mento con la línea de referencia c'c” es 
igual al ángulo de inclinación del plano 
del triángulo al plano H, y el ángulo 
do inclinación del plano del triángulo al plano Y es igual a 90—a. 

En la fig. 128 se da un ojemplo de la representación de un plano 
proyectante de perftl por sus trazas. 

Las trazas horizontal y frontal de esto plano son paralelas al 
eje x y, por consiguiente, son paralelas entre sí. 
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El plano representado en la fig. 107 a la derecha, también es 
un plano proyectanto de perfil. 

Fi plano perpendicular a uno de los planos de proyección (plano proyectanto 
horizontal, frontal o do perfil) puede, en particular, pasar por el eje de proyección. 
A tal, plano se le llama complomentariamento plano axial 

Examinomos, por ejemplo, un plano proycetanto do perfil axial (fig. 420). 
Sus trazas Rp y Ry so confunden con el eje x; en esto caso es necesario tenor su 


l 


WN 
W Ñ Ñ al 
AQUA 


Fig. 128 





tercera traza Ry o por lo menos la posición de un punto perteneciente a esto 
plano y no situado sobre ol ojo 

El plano axial puedo ser bisector; esto significa que el plano axial divido 
al ángulo diodro formado por los planos de proyección por la mitad. 

¿Cómo se puedo representar ol plano proycctante do perfil on el dibujo 
sin ojes de proyección? Así como se ropresenta en la fig. 127. Otro ejomplo so 
da en la fig. 130: cl plano vieno dado por dos rectas que se cortan, una de las 
cuales (4) es perpendicular al plano W, y la otra ocupa una posición arbitrario. 














3. Si el plano es perpendicular a dos planos de proyección, tam= 
bién son posibles tres casos de posiciones particulares. 


. m3 


e 
Fig. 130 





a) El plano es perpendicular a los planos V y W, es decir, es para- 
lelo al plano H. A tales planos se les llama horizontales. 

En la fig. 131 se da un ejemplo del plano horizontal dado por 
las proyecciones del triángulo ABC. En la fig. 132 a la derecha, está 
representado un plano horizontal en el sistema Y, H con ayuda de la 
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traza frontal, La traza (7,) puede ser considerada como proyección 
frontal_del plano. 


) El plano es perpendicular a los planos de proyección H y W, 


es decir, es paralelo al plano de proyección V. A' tales planos se les 
llama frontales. 


a $ y 


e 


Fig. 131 





En la fig. 133 so da un ejemplo del plano frontal representado 
por las proyecciones del triángulo CDE, 

En la fig. 134 a la derecha se da un ejemplo do la reprosentación 
del plano frontal en el sistema Y, / con ayuda de-la traza S, que 


puede ser considerada como proyección de este plano sobre el 
plano HL. 


1 








Fig. 134 


c) El plano es perpendicular a los planos de proyección H y V, 
es decir, es paralelo al plano W. A tales planos se les llama de perfil. 
En la fig. 135 so da un ejemplo de la representación de tal plano 
en el sistema V, W: el plano está dado por las proyecciones del tri- 
ángulo EFG. 
En la fig. 136 se da un ejemplo de la representación de tal plano 
en el sistema V, £/ con ayuda de sus trazas. Cada una de estas trazas 
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puede ser considerada como la proyección del plano P sobre el co- 
rrespondiente plano de proyección. El plano de perfil reúne las pro- 
piedades de los planos proyectantes horizontal y frontal. 





ñ y 
Fig. 135 Fig. 136 


PREGUNTAS aL $ 19 


4. ¿Cómo so sitúan on oP sistema V, H, W el plano de posición gonoral y 
los planos llamados proyectántes? 
¿Qué sigoifica plano [ proyectanto frontal, plano proycctante horizontal 
y plano proyectanto do perfí 
3, ¿Cómo doterminar si ol plano dado en el sistema Y, HT por coctas quo $0 
o un plano proyectanto de 








cortan o paralolas es un plano de posición general 


erfil? 
Po" 4. ¿Qué representa la proyección horizontal de un pleno proyectante ho: 
zontal y de ua plano frontal? 

5. ¿Qué roprosenta la proyccción frontal de un plano proyectante frontal 
y de un plano orizontal? 

6. ¿Dóndo se encuentra la proyección hórizontal de cualquier sistema de 
puntos, situado en el plano proyectante horízontal o en el plano frontal? 

7. ¿Dóndo so oncuentra la proyección frontal do cualquier sistema de pun- 
tos, situado on el plano horizontal o en el plano proyectante frontal? 

8. ¿A qué es igual en el espacio el ángulo entre las trazas frontal y horizon= 
tal de los planos proyectantes horizontal y frontal? 
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Más adelante nos encontraremos con la necesidad de trazar un 
plano proyectante por una línea recta de acuerdo con alguna condi- 
ción. Por la línea recta de posición general se puedo trazar cualquiera 

+ de tales planos. En la fig. 137 se dan algunos ejemplos. Por una 
recta dada en el sistema V, Hf y que pasa por el punto K, se han tra- 
zado: el plano proyectante frontal expresado por su traza frontal 
T,; el plano proyectanto horizontal expresado por su traza horizon- 
tal S,; y el plano proyectante de perfil determinado, además de 
por la recta dada AK, por la recta AB perpendicular al plano W. 
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En la fig. 138, los planos, 
presados por sus trazas. La pos 
ser elegida. 

Pero, por la recta de posición general no se puede trazar ni el plano 
jrontal, ni el horizontal, ni el de perfil. Estos planos pueden ser Lra- 
zados solamente por rectas dispuestas correspondientemente: por 


trazados por la recta dada, están ex- 
ión dol eje x, puede ser dada o puede 








a) 9) 
Fig. 137 Fig. 188 





una recta horizontal trazar el plano horizontal; por una recta frontal, 
el plano frontal; y por una recta de perfil, el plano de perfil. En la 
fig. 139 están representados el plano horizontal 7 que pasa por la 


recta horizontal 43, y el plano frontal $ que pasa por la recta fron- 
tal CD. 


$ 21. CONSTRUCCION DE LAS PROYECCIONES 
DE FIGURAS PLANAS 


La construcción de las proyecciones de figuras planas (es decir, 
las figuras, todos los puntos de las cuales están situados en un mismo 
plano, por ejemplo, el cuadrado, el círculo, la elipse, etc.) se reduce 
a la conslrucción de las proyecciones de una serie de puntos, de seg- 
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mentos de rectas y de líneas curvas que forman los contornos de las 
proyecciones de las figuras. Conociendo las coordenadas de los vér- 
lices, por ejemplo, de un triángulo, se puede construir las proyoccio- 
nes de estos puntos, y luego las proyecciones de los lados, obteniendo 
do tal modo las proyecciones de la figura. 

Más arriba ya aparecieron dibujos con las proyecciones de un 
triángulo (por ejemplo, las figs. 110, 112 y otras). Si se comparan 
las figs. 110 y 112, se puede observar que en la fig. 110 una de las 
proyecciones, supongamos la frontal, representa la «cara» del trián- 
gulo, y la horizontal, su «reverso». En la figura 112 cada una de las 
proyecciones representa al triángulo visto desde un mismo lado, Como 
Índice puede servir el orden de recorrido do los ; 
vértices: en la fig. 110, para la proyección frontal, EP 
en sentido de las agujas del reloj (contando de a” 
ac'), y para la proyección horizontal, en sentido H 
contrario a las agujas dol reloj; en la fig. 112, Ñ > 
para ambas proyecciones el recorrido es en una 
misma dirección, en el caso dado, en sentido de o 
las agujas del reloj. a 

En el caso general, las proyecciones de un polí- 
gono cualquiera en el sistema V, H, W también 
representan polígonos con la misma cantidad Fig. 140 
de lados; en este caso, el plano do este polígono es un plano de 
posición general. Pero, si ambas proyecciones por ejemplo, de un 
triángulo, representan en el sistema Y, H un triángulo, entonces, el 
plano de este triángulo puede ser un plano de posición general o un 
plano proyectante de perfil: en la fig. 112 es un plano de posición 
general, y en la fig. 127, un plano proyectante de perfil. Como de- 
torminanto sirve, como se dijo en la pág. 70 on la aclaración de la 
fig. 127, la horizontal (o la frontal): si sus proyecciones sobre los 
planos Y y 17 son paralelas, el plano es proyectanto do perfil (fig. 127); 
si no son paralelas, entonces es un plano de posición genera) (por 
ejemplo, las figs. 142 y 115, a la izquierda). 

Si la proyección de un polígono sobre el plano Y o sobre el H re- 
presenta el segmento de una recta, el plano de este polígono es perpen- 
dicular a V o a H respectivamente. Por ejemplo, en la fig. 123 el 
plano del triángulo es un plano proyectanto horizontal, y en la fig. 
125, un plano proyectante frontal. 

La figura dispuesta paralelamente al plano de proyección, se 
proyecta sobre ésle en su verdadera magnitud. Por ejemplo, todos 
los olomentos del triángulo CDE representado en la fig. 133, so 
proyectan sobre el plano V en verdadera magnitud; el círculo, re- 
presentado en la fig. 140, se proyecta sobro el plano H en verdadera 
magnitud. 

Si el plano de la figura no es paralelo al plano de proyección, 
entonces, para determinar la forma verdadera (es decir, sin deforma- 
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ción) de esta figura se emplean los procedimientos expuestos a con- 
tinuación en el capítulo V. Claro está, que también ahora, sin cono- 
cer todavía estos procedimientos, se podría construir, por ejemplo 
la forma verdadera del triángulo representado en la fig. 112, detow 
minando la longitud de cada uno de sus lados como la longitud de 
un segmento (véase el $13) y luego construyendo el triángulo por 
los segmentos hallados. Al mismo tiempo se determinarían los án- 
gulos del triángulo dado. Así se procede, por ejemplo, al construir 





Fig. 141 


el desarrollo de la superficie lateral de una pirámide, un prisma, y 
otras figuras (véase más adelante, el $ 44). Si el polígono está situa- 
do en el plano proyectante, su forma verdadera puede ser construida 
tal como se muestra en la fig. 141. 

Supongamos que se exigo determinar la forma vordadera del cua- 
drilátero KPNM situado en el plano proyectante de perfil Q. Enton- 
ces, como se muestra en la fig. 141, a la derecha, se pueden toman 
en el plano de la figura dos ejes de coordenadas rectangulares con 
origen aunque sea en el punto K: el eje de las abscisas (%'x', k2) 
es paralelo al plano V, y el eje de ordenadas es perpendicular a Y 
(las proyecciones de este eje son Xy”, ky), trazar una recta KL (esto 
se puede hacer, por ejemplo, paralelamente a k'z') y marcar en ella 
Kl=k'p", K2=k'm", K3=K'n'. A continuación, sobre las perpendi= 
culares a la recta KL desde los puntos 1, 2 y 3 tracemos los segmentos 
Pl=p4, M2=m5 y N3=n6. El cuadrilátero KMNP construido 
de tal modo representa la forma verdadera del dado. 


Duranto la resolución do muchos problemes es de suma importancia la 
posición que ocupa una figura plana respecto a los planos de proyección, Exami- 
nemos como ejemplo el problema de la construcción de los cuatro puntos nola- 
bles del triángulo, 
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Puesto que la división del segmento do una rocta on el espacio por la mitad 
oorresponde a la misma división do las proyecciones de esto segmento (vénso el 
$ 12), la construcción del punto de intersección de las medianas del trióngulo” 
puedo scr cumplida en el dibujo directamento, en todos los casos que se presen- 
ien. Basta (fig. 142) trazar Jas medianas en cada una de las proyecciones del 
iriángulo, y el punto de intersección de sus medianas quedará determinado, 
En este caso, podemos límitarnos a la construcción de las dos proyecciones de 
ina de Las medianas (por ejemplo, ad y a'd') y una de las proyecciones de la se- 
funda mediana (por ejemplo, la de”); cn la intersocción de a'd' y 5'e* obtenemos 
él punto m', y por este punto hallamos sobre ad el punto mm. 





y 


Fig. 142 





So podría también, construyendo solamento una de las medianas dol tri- 
angulo, hallar sobre ella el punto M a base de la propiedad de esto punto, 
vonocida de la Geometría (este punto divide a cada una do las medianas en la 
rolación de 2: 4). 

La construcción del punto de intersección de las tres alturas del triángulo 
vel punto de intersección de las perpendiculares a los lados del triángulo, trazadas 
desde sus puntos medios, está relacionado con el trazado de rectas perpendicula- 
res entre sí 

En el $ 15 fueron señalad 












las condiciones, para las cuales los segmentos 

porpondiculares en el cspacio tienon como proyecciones también segmentos 
iculases, Si el plano del triángulo es paralelo al plano do proyección (por 

ee, el triángulo CDE on la fig. 133), entonces, bajando desde los puntos 





d y e" perpendiculares a los lados opuestos, obtenemos las proyecciones de 
alturas del triángulo. Pero, en el triángulo de posición general no se puedo 
proceder de este modo, 

En ol caso particular, cuando uno de los lados del triángulo es paralolo al 

plano 47, y otro es paralelo al plano V (fig. 143), trazando <'/' perpondicular- 

'b' y be perpondicularmento obtenemos en el espacio CF | AB y 

mE el punto do intersección de las alturas ha sido construido sín” hacer 
meo de ningún procedimiento particular. 





1 El punto de intersección de las medianas es el contro do gravedad dol 
tsibagulo. 
Ortocentro del triángulo. 

» Centro de la circunferencia circunscrita, 
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En el propio caso general, para trazar en el dibujo de proyecciones líneas 
perpendiculares hay que recurrir a procedimientos especiales, que serán expuestos 
más adelante, 

La construcción dol punto de intersección de las bisectrices del triángulo! 
también puede ser ejecutada directamente solamente en los casos particulares 
de disposición del triángulo respecto a los planos de proyección. Esto se explica 
por que la división por la mitad de la proyección de un ángulo cualquiera co- 
rrespondo a su división por la mitad en el espacio solamente en el caso en que los 
lados de este ángulo estén inclínados a una misma maguitud al plano de proye 
ción en el que so divide por la mitad la proyección del ángulo (véaso cl $15). 











AL construir las proyecciones de un polígono cualquiera es necesa- 
rio prestar atención a que no se incumpla la condición de que todos 
los puntos de la figura dada se encuentren en un mismo plano. 


al 





En la fig. 144 se da completamente Ja proyección horizontal 
de un pentágono ABCDE y las proyecciones frontales de solamente 
tres de sus vértices: a”, b' y e”. En la fig. 144, a la derecha, se muestra 
la construcción de las proyecciones de los dos vértices restantes c' 
y d' del pentágono. Para que los puntos € y D se encuentren on el 
Plano determinado por los tres puntos A, B y E, os necesario que so 
encuentren sobre rectas situadas en este plano. Tales rectas son las 
diagonales AC, AD y BE, cuyas proyecciones horizontalos se puedon 
construir. En la proyección frontal del pontágono podemos trazar 
solamento b'e'. Pero, en el plano del pentágono se encuentran los 
puntos de intersección do las diagonales K y M, cuyas proyecciones 
horizontales (% y m) son conocidas, y las proyecciones frontales se 
obtienen en seguida, puesto que deben encontrarse sobre 0'e". Por 
dos puntos se construyen las proyecciones frontales a'%' y a'm' de 





b Centro de la circunferencia inscrita. 
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las dos diagonales restantes; sobre ellas deben encontrarse los puntos 
e' y d' que se determinan por sus proyecciones horizontales. 

El círculo cuyo plano os paralelo a un plano cualquiera de pro- 
yección, se proyecta sobre este plano en tamaño natural (véase la 
fig. 140, donde el círculo ha sido tomado en el plano horizontal). Si 
el plano del círculo está situado perpendicularmento al plano de pro- 
yección, sobre este plano el círculo so proyecta en forma dol segmento 
de una recta igual al diámetro del círculo. 

Pero, si el círculo está situado en un plano que forma con el plano 
de proyección un ángulo agudo «, la proyección del círculo es una fl= 
gura llamada elipse. 

So llama también olipse a la curva que cierra la elipso figura: 
si la elipse figura es la proyección de un círculo, la elipse línea es 
la proyección de una circunferencia. Más adelante, al hablar de elipso 
tendremos en cuenta la proyección de una circunferencia. 

La elipso se refiere a las curvas llamadas de segundo orden. Las 
ecuaciones de tales curvas en las coordenadas cartesianas represen- 
tan ecuaciones de segundo orden. La curva de segundo orden so in- 
terseca con una línea recta en dos 
puntos. Más adelante nos encon- 
traromos con la parábola y la 
hipérbola, también curvas de 
segundo orden. 

La elipse puede considerarse 
como una circunferencia «com- 
primida». Esto se muestra en la 
fig. 145, a la izquierda. Supon- 
gamos que sobre el radio OB se ha Fig. 145 
trazado el segmento OB, de lon- 
gitud b,con la particularidad de que <a (es decir, es monor que el 
radio de la circunferencia). Si tomamos ahora sobre la circunferencia 
un punto cualquiera X y, trazando desde el punto X una perpendicular 
4A1,4,, marcamos sobre KM el punto K, de modo que MK, : MK= 
: a, entonces, este punto K, pertenecerá a la elipse. Así se puedo 
transformar cada punto de la circunferencia en un punto do la elip- 
se, conservando una misma relación hb: a. La circunferencia como si 
se comprimiera regularmente: la línea on la que en eslo caso se trans- 
forma la circunferencia es una elipse. La relación ó : a se llama coe- 
Ticiente de compresión de la elipse. Si b se aproxima a a, la elipse 
se ensancha, y cuando b=a se transforma en una circunferencia. 

Hacemos recordar (del curso de dibujo lineal de la escuela secundaria) que: 

4) el segmento 4,4 ¿—2a so llama eje mayor do la elipse, 

2 el segmento B,8,=2» se llama eje menor de la clipso, 

los ejes mayor y monor son perpendiculares entre sí, 
4) el punto de intersección de los ejes se llama centro de la elipse, 


5) el segmonto de una recta comprendido entre dos puntos de la elipse y que 
pasa por su centro se llama diámetro de la elipso, 
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9) los puntos 4 y, 4 y, B,, 8, se llaman vértices de la elipse, 

7) la clípse os simétrica respecto a sus ojes y a su centro, 

3) la elipse os el Jugar geométrico de los puntos cuya suma do distancias a 
otros dos fijos F, y Fa (fig. 145, a la derecha) es constante e igual a 2a (a la lon- 
gitud del eje mayor). 


Del examen de la fig. 146 so deriva que al girar la circunferencia 
alredodor del diámetro 4,4, un ángulo a, este diámetro, paralelo 
al plano H, conserva on su proyección horizontal su tamaño natural 
y se hace el eje mayor de la elipse (véase la fig. 146, a la dorccha). 
El diametro B,B, girado un ángulo a respecto al plano H, se pro- 
yecta sobro éste reducido : 51b,=0,0; cos a. Esto corresponde a la rela- 
ción de los ejes de la elipse, es decir, a su coeficiento de compresión. 








Fig. 146 


Si en una circunferencia se trazan dos diámetros cualesquiera 
perpendiculares entre sí, entonces, en la proyección, que representa 
una elipso (fig. 146, a la derecha), las proyecciones de estos diáme- 
tros de la circunferencia serán los diámetros de la elipse, llamados 
conjugados. Si en una circunferencia (fig. 146, a la izquierda) so 
traza, por ejemplo, la cuerda man, paralela al' diámetro ef, entonces 
el diámetro cd dividirá a esta cuerda (y a todas las cuerdas parale- 
las a ésta) por la mitad. Es evidente, que también en la elipse se 
conservará esta propiedad (véase la fig. 146, a la derecha): el diá- 
metro cd divide a la cuerda m,n,, paralela al diámetro ef conjugado 
con ol ed, por la mitad. Pero precisamente tales dos diámetros de la 
elipse, cada uno de los cuales divide por la mitad a las cuerdas parale- 
las al otro, son conjugados. 

Los diámetros conjugados de la elipse no son perpendiculares 
uno al otro; hacen una excepción los ejes de la elipso, que también 
son diámetros conjugados. 
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Hacemos recordar cómo so realiza la construcción de una clipso conociendo 
sus ojes (fig. 147, a la izquierda). Este trazado se cumple con ayuda do dos cir- 
cunferencias concéntricas descrí! con los radios a (el semiejo mayor) y b (el 
somíoje menor). Si so traza un radio cualquiera Om. y las roctas mamo y 9m par 
ralelas a los ojos menor y mayor do la olípsc, en la” ¿ntersccción de estas rectas 
so obtiene el punto m perteneciente a la clipse. En efecto, 


mmp Oo 


mimo —Omy 





Trazando una serio de radios y repitiendo la construcción indicada, obte- 
nemos una serie de puntos de la elípse, 

Una voz construido un punto cualquiera de la elipse, so pueden construir 
tros más dispuestos simétricamento al hallado rospecto a los ejes do la olipso o a 
su contro. 

En la fig. 147 a la derecha, se muestra la construcción de los focos de la clip- 
so: trazando un arco de centro 8, y radio igual al semieje maycz OA ,, en las in- 
torsccciones de este arco con el eje mayor, obtenemos los puntos /, y Pz que son 








los focos de la elipse, Trazando el ángulo F, KF 4, dondo K os un punto cualquio- 
ra de la olipse, trazamos su hisoctriz y perpondicularmente a ésta, dosdo el punto 
K, una tangente a la elipse. La recta KN, perpendicular a la tangente, es la 
normal a lo elipso on el punto X, 


¿Cómo construir los ejes de la elipse si se conocen sus diámotros conjugados 

Supongamos que se hallan obtenido los somidiómetros conjugados Ca y Cb 
(tig. 148). Para construir los ejes de la olipso: 

4) uno de Jos semidiómetros conjugados, por ejemplo, el Cb, se haco girar 
un ángulo de 90* en sentido del otro (hasta la posición Cba); 

2) trazamos el segmento aba y lo dividimos por la mitad; 

3) desde el punto k trazamos una circunferencia do radio WC; 

4) la recta determinada por el sogmento ab, la prolongamos hasta su intor- 
sección con la circunferencia en los puntos D y E; 

5) trazamos la recta DC y obtenemos la dirección del eje mayor de la elipso; 

6) trazamos la recta EC. que nos da la dirección del ejo menor de la elipso: 

7) trazamos C1=aE, el semiejo mayor; 

8) trazamos C3=aD, el semieje mono: 

9) trazamos C2 1, Cd 3, C5=Ca, C6=Cb. 

La elipse puede ser trazada por ocho puntos: 7, a, 3, b, 2, 5, 4 y 6, o por 
los ejes mayor y menor, como se muestra en la fig. 147. 

Así pues, trazando las rectas CD y CE, hemos obtenido las direcciones de 
los ejes mayor y menor de la elipse; el punto a, pertenecionte a la elipse, divide 
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Fig. 150 Fig. 454 


al diámetro £D en dos segmentos, uno de los cuales (el A es igual al semiejo 
mayor de la elipse, y el otro (el aD), al semieje menor. Si (fig. 140) tomamos los 

ejes do coordenadas z e y por las rectas CD y CE respectivamente, y desde el 

Ae a levantamos la perpendicular ad a la recta CD, entonces, las coordenadas 
lel punto a pueden sor expresadas de la manera siguiente: 


=aE cos A, Ya=aD sen O. 





Do aquí quo: 
E] Ya 
Or asta. 


Esta es la ecuación de la elipse, en la que aZ es el semieje mayor, y aD, el 
semiojo “menor. 


146 so mostró la construcción de la proyección horizontal de una 
situada en el plano proyectante frontal inclinado respocto al 
plano 47. Supongamos ahora quo en esto plano está situada una elipse cuyos se= 
miejes son a y b. Su proyección puedo, a veces, ser una circunferencia de diámetro 
igual al ejo menor de la elipse; esto sucederá cuando el ángulo formado por 





PREGUNTAS A LOS $520 Y 21 3 


el plano al que pertenece la elipse, con el plano de proyección // corresponda a la 
relación cos (fig. 150). La circunferencia obtenida servirá de proyección 


de toda una serio de olipsi 
vando 6 invariable, Tn 
fig. 151); las secciones 
las enalos es igual al 


si so cambia el ángulo az y la dimensión a, consor- 
lindro cirentar recto con eje vertical 
el eje menor de 









PREGUNTAS A LOS $$ 20 Y 21 


1) ¿Cómo se representa en el dibujo un plano proyectante frontal trazado 
por mna recta de posición general? 

2) ¿Cómo construir las proyecciones dll centro de gravedad en el dibujo 
dado del triángulo? 

3) ¿Qué pueden represontar las proyecciones de una circunferencia en de- 
pondencia de la posición de su plano respecto al plano de proyección? 

4) ¿Se puedo considerar la clipso como una circunferencia «comprimidas? 

3) ¿Qué significa cocficionte do compresión do la elipse? 

6) ¿Fieno la elipse: a) ejos do simetría, 1) centro de simetría? 
dos 1 ¿Cuáles diánuctros de Ta elipse so llaman: 1) eje. b) diámetros coujuga- 
dos 








aaacd) ¿Cómo construir los ejes de una elipso por sus diómetros conjugados 
ados! 
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CAPÍTULO 





POSICIÓN RECÍPROCA 
DE DOS PLANOS, 
DE UNA LÍNEA RECTA 
Y UN PLANO 


$ 22. EXAMEN DE LAS POSICIONES RECÍPROCAS 
DE DOS PLANOS, DE UNA LÍNEA RECTA Y UN PLANO 


á Dos planos pueden ser paralelos entre sí o intersecarse uno con 
el otro. 

Examinemos el caso de dos planos paralelos entre sí. Sí los pla- 
nos P y Q son paralelos (fig. 152), entonces, en cada uno de ellos siem- 
pre se puede construir dos rectas que se cortan de modo tal, que las 
rectas de un plano sean respectivamente paralelas a las dos rectas 
del otro plano. 





Fig. 152 


Esto es el índice fundamental para determinar si son los planos 
paralelos entre sí o no lo son. Como tales rectas pueden servir, por 
ejemplo, las trazas de ambos planos: si dos trazas que se cortan de un 
plano son paralelas a sus trazas homónimas de otro plano, ambos pla- 
nos son paralelos entre sí (fig. 153, donde Pa11Qu, PylIQ,). 

En la fig. 154 se muestran dos planos proyectantes frontales 
paralelos entre sí, dados por los triángulos ABC y DEF. El paralo- 
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lismo de estos planos queda determinado por el paralelismo de las 
proyecciones frontales a'D's' y d'f'e'. Si estos planos se expresaran 
por sus trazas sobre los planos de proyección V y H, entonces, lo mi 
mo que en la fig. 153, sus trazas frontales serían paralelas entre sí, 








Fg. 154 


y sus trazas Morizontales también serían paralelas entro sí. Eviden= 
temente, si se sabe que los planos paralelos entre sí son planos pro- 
yectantes frontales, entonces, en algunos casos, en el dibujo puede 
uno limitarse solamente a la reducción de sus trazas frontales así 
como se muestra a continuación 
en la fig. 166 (7,¿1Y ¿.). Para los 
planos proyectantes horizontales 
(si se conoce quo éstos son para- 
lelos entro sí) en los casos análo- 
gos es suficionte trazar sus trazas 
horizontales. paralelamente una 
a la otra. 

Examinemos el caso de inter- 
sección de dos planos entre sí. 
En el caso en que los planos 
estén dados por sus trazas, será 
fácil establecer que estos planos 
se intersecan: si por lo menos un 
par de trazas homónimas se inter» 
secan, entonces, los planos también se intersecan. Así, por ejemplo, 
en la fig. 155 P,[1Q, pero, P, y Q, se cortan: los planos P y Q se 
intersecan uno al otro. 

Lo expuesto se refiere a los planos dados por sus trazas que se 
cortan. Si ambos planos tienen sus razas sobre H y V paralelas 
al eje x, entonces, estos planos pueden o bien intersecarse, o bien 





Fig. 155 
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ser paralelos. Para resolver el problema sobre Ja posición recíproca 

de tales planos, se puede trazar la tercera traza: si las trazas de ambos 

planos sobre el tercer plano de proyección también son paralelas 

una a la otra, los planos son paralelos (fig. 156: QyllRy, QullR, y 

Lalttos si las terceras trazas se cortan, los planos se cortan (fig. 
5 

















Fig. 156 Fig. 457 






Así se resuelve el problema sobre la posición recíproca do dos 

planos dados por sus trazas. Si los planos vienen dados no por sus 

tan o no estos planos, entonces, se debe recurrir a ciertas construccio- 

nes auxiliares. Más adelante se darán 

Y Examinemos casos de la posición 

ÍN recíproca de una línea recta y un plano. 

a) la recta está situada en el plano, b) la 

Fig. 158 recta interseca al plano, e) la recta os 

Si en el dibujo no se puedo establecer directamente la posición 

recíproca de la recta y el plano, se recurre a ciertas construcciones 

ción recíproca de la recta y el plano se pasa al probloma sobre la po- 

sición recíproca de la recta dada y cierta recla auxiliar. Para esto 

mina la posición recíproca de la recta MN de intersección de los pla- 
nos P y $ y la recta AB. 


trazas, sino por otro método cualquiera y hay que hallar si se cor- 
ejemplos de tales construcciones. 
A a 
paralela al plano. 
auxiliares, como resultado de las cuales del problema sobre la posi- 
(fig. 158) se traza por la recta dada 4B un plano auxiliar S y se exa- 
En este caso son posibles tres posi 





mes: 





» Evidentomente, para tal ordon on la disposición de las trazas par alelas 
al eje 2: Ro, Op, Ra, Op. los planos no pueden scr paralelos y no es nocosario 
construir las trazas Ry y Qu. 
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1) La recta MN se confunde con la recta AB; eslo corresponde a 
que la recta AB pertenece al plano P. 

2) La recta MN interseca a la recta AB; esto corresponde a que 
la recta AB interseca al plano P. 

3) La recta MN es paralela a la recta AB; esto corresponde a que 
la recta 4B es paralela al plano P. 

Así pues, el procedimiento indicado de determinación de la posición 
recíproca de una recta y un plano consiste en lo siguiente: 

1) por la recta dada se traza un plano auxiliar y se construye la 
línea de intersección de este plano con el planv dado; 

2) se establece la posición recíproca de la recta dada y la línea de 
intersección de los planos; la posición hallada define la posición re- 
cíproca de la recta y el plano dados. 

Para resolver el problema sobre la posición recíproca de un plano 
y una recta hemos empleado el método de planos auxiliares, usado 
frecuentemente en las construcciones relacionadas con la posición 
recíproca de distintas superficies y de líneas y snperficios. 

La elección de los planos auxiliares ordinariamente se realiza 
teniendo en cuenta que las construcciones sean lo más simples po- 
sible. Puede ocurrir, por ejemplo, que los planos horizontales, fron- 
tales, proyectantes horizontales y proyectantes frontales, en general, 
bastante cómodos como planos auxiliares, no puedan ser empleados 
por completo o su empleo haga más complicadas las construcciones 
incluso on comparación con los planos de posición general, tomados 
en calidad do auxiliares. Al resolver uo u otro problema con ayuda 
de planos auxiliares, es necesario elegir estos planos de modo que las 
construcciones que Surgen en este caso sean, en lo posible, lo más 
simples, y que la cantidad de estas construcciones sea cuanto menos. 





$ 23. INTERSECCIÓN DE UNA LÍNEA RECTA 
CON UN PLANO PERPENDICULAR 
. AUNO O A DOS PLANOS DE PROYECCIÓN 


El plano perpendicular al plano de proyección se proyecta sobre 
este plano en forma de una recta. Sobre esta recta (la proyección del 
plano) debe encontrarse la proyección correspondiente del punto en el 
que una recta corta a este plano”. 

En la fig. 159 la proyección frontal k' del punto de intersección 
de la recta AB con el triángulo CDE queda determinada en la inter- 
sección de las proyecciones a'b' y c'e', puesto que el triángulo so 
proyecta sobre el plano V en forma de recta. Hallando el punto A” 
determinamos la posición de la proyección k. Puesto que la recta AB 


» Al punto de intersección de una recta con un plano también se Je llama 
punto de colisión de la recta con el plano. 
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en la dirección de K a B se encuentra bajo el triángulo, on el dibujo 
una parte de la proyección horizontal de la recta se ha trazado con 
línea de trazos. 

En la fig. 160 la traza frontal del plano 7 es su proyección fron- 
tal. La proyección k' queda determinada en la intersección de la 
proyección a'b' con la traza 7. 





E 
PE y 
a 
$, A 
Fig. 150 Fig. 460 Fig. 164 


En la fig. 161 se da un ejemplo de la construcción de las pro- 
yecciones del punto de intersección de una recta con un plano pro- 
yectante horizontal. 





Para mayor evidoncia, unos representan las proyecciones de los segmentos 
de una recta que corta al plano con líneas plenas, y otros con líneas do trazos, 
guióndose por los razonamiontos siguientes. 

1. So considera convencionalmente que el plano dado es intransparonto, 
y los puntos y líneas que so encuentran aunque son en ol primer cuadraate, pero 
3ituados para ol observador tras el plano, estarán ocultos; serán vistos los puntos 
y líneas situados o un mismo lado del plano con el observador, que, como consí- 
deraremos, so encuentra on el primer octanto infinitamente alejado del corres- 
pondiento plano de proyección. 

2. Los segmentos vistos se dibujan con líneas plenas, y los vcultos, con lí- 
neas de trazos. 

3. Al intersecarse una rocta con un plano, parte do esta recta está para el 
observador oculta; el punto de intorsección de la recta con el plano sirvo de 
frontera de visibilidad de lo línea. 

4. El problema sobre la visibilidad do la línea siompre se puede reducir 
al problema do visibilidad de los puntos. En esto caso, no solamento ol_plano pue- 
de tapar a un punto, sino un punito puedo tapar a otro (vénes Ja fig. 87, pág. 409). 

. Si unos cuantos puntos están situados en una recta proyectante común 
para cllos, solamente uno de estos puntos será visible; 

a) respecto del plano 4, el punto más alejado de 17; 

b) respecto del plano V, el punto más alejado de V; 

o) respecto del plano 4, el punto más alejado de W. 

6. Si el dibujo tiene ejes de proyección, para la detorminación do la visi= 
bilidad de los puntos situados en una recte proyectante común para ellos, sirven 
los distancias de sus correspondientes proyecciones hasta el ejo de proyección: 

a) respecto al plano ¿7 es visible el punto cuya proyección frontal se encuen- 
tra más lojos del eje -; 

b) respecto al plano Y es visible el punto cuya proyección horizontal so en- 
cuentra más lejos del ojo 5 
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1) respecto al plano W es visiblo el punto cuya proyección horizontal so 
encuentra más lejos del eje y 

¿Cómo hay que proceder en el caso cuando el dibujo no tieno ojes de proyeo- 
ción? Examinemos la fig. 162. Los puntos 7 y 2 de dos rectas que so cruzan están 
situados en mna recta proyectanto común para 
ellos, perpendicular al plano Y, y los puntos 3 y 
4, sobre una recta proyectanto perpendicular al pla: 
no HH, 

El punto de intersección de las proyecciones hori- 
zontales do las rectas dadas representa las proyeccio- 
nes confundidas de dos puntos, uno do los cuales, 
el punto 4, perteneco a la recta AB, y el otro, el 
punto 3, a la recta CD. Puesto que 3'3>4'4, respecto 
al plano 27 scrá visible el punto 3 perteneciento a 
la recta CD, y el punto 4 está tapado por el pun- 
to 3, 

Dol mismo modo el punto de intersección de las 
proyceciones frontales de las rectas AB y CD repre- 
sonta las proyecciones confundidas de dos puatos 1 y 
dy do los cuales cl punto 7 pertenece a la recta 48, y ol 2, ala rocta CD. 
Puesto, que 70%>22, respecto al plano Y os visiblo Al punto 7, que tapa 
al punto 2. 

Pisto es ol procedimiento goneral; así se puedo proceder también on los dibu- 
jos con ojes de proyección. 





$ 24, CONSTRUCCIÓN DE LA LÍNEA 
DE INTERSECCIÓN DE DOS PLANOS 


La línea recta obtenida como resultado de la intersección de dos 
planos queda determinada por completo por dos puntos, cada uno 
de los cuales pertenece a ambos planos. Así, por ejemplo, la recta 
K,K, (fig. 163), según la cual se intersecan ol plano dado por el 

£ triángulo ABC y el plano Q dado por 
las rectas DE y DF, pasa por los pun= 
tos K, y K+; pero, en estos puntos las 
rectas AB y AC del primer plano cor- 
tan al plano Q, es decir, los puntos Xy 
y K, pertenecen a ambos planos. 

Por consiguiente; en el caso gene- 
ral, para la construcción de la línea 
de intersección de dos planos hay que 
hallar dos puntos cualesquiera, cada 
uno de los cuales pertenece a ambos planos; estos puntos deler- 
minan la Énea de intersección de los planos. 

Para hallar cada ufo de tales dos puntos corrientemente hay 
que cumplir construcciones especiales. Pero, si por lo menos uno 
de los planos que se cortan es perpendicular al plano de proyección, 
la construcción «dle las proyecciones de la línea de intersección se 
simplifica. Empecemos con este caso. 





Fig. 163 
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En la fig. 164 se muestra la intersección de dos planos, uno de 
los enales (el dado por el triángulo EF) está situado perpendicular- 
mente al plano Y. Puesto que el triangulo DEF se proyecta sobre el 
plano Y en forma de una línea recta (d'/'), la proyccción frontal 
del segmento, según el cual se cortan ambos triángulos, representa 
el segmento kk; sobre la proyección d'/'. La construcción ulterior 
está clara del dibujo. 

Otro ejemplo se da en la fig. 165. El plano proyectante horizontal 
$ corta al plano del triángulo ABC. La proyección horizontal de la 





Fig. 104 Fig. 165 


línoa de intersección do estos planos, el segmento mn, se dotermina 
on la traza Sy. 

Ahora examúnemos «el caso general de construcción de la línea 
de intersección de dos planos. Supongamos que uno de los planos, 
el P, esté dado por dos rectas que se cortan, y el otro, el Q, por dos, 
rectas paralelas, La construcción se muestra en la fig. OMO Te- 
sultado de la intersección de los planos P y Q se ha obtenido la recta 
K,K+. Expresemos esto con la escritura: PX Q=K¡Kj. 

Para determinar la posición de los puntos K, y K+ tgmamos dos 
planos proyectantes frontales auxiliares (7, y 7») que cortan a 
cada uno de los planos P y Q. Como resultado de la intersección 
dol plano 7, con los planos P y Q obtenemos las rectas con las pro- 
yoccionos 1/2, 1—2 y 3'4', 3—4. Estas rectas, situadas en el plano 
T ,, en su intersocción determinan el primer punto, el K,, de la línea 
de intersección de los planos P y Q. 
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Introduciendo, a continuación, el plano 7. en su intersección 
con P y Q obtenemos las rectas con las proyecciones 5'6”, 56 y 
7'8' , 7—$. Eslas rectas, situadas en el plano 7, en su intersección 
determinan el segundo punto, el X¿, común para P y Q. 

Una vez obtenidos las proyecciones k, y ke hallamos sobre las 
trazas Sy y T,, las proyecciones k; y ki. Con esto quedan determi- 
nadas las proyecciones kk: y ik de la recta de intersección de los 
planos P y Q buscada (las proyecciones se han trazado con líneas 
de puntos y rayas). 








Al efectuar la construcción se puede tener en cuenta lo siguien- 
te: puesto que los planos secantes auxiliares 7, y 7; son paralelos 
entre sí, entonces. una vez construidas las proyecciones 1—2 y 3—4, 
para las proyeccio; es 5—6 y 7—8 debe tomarse un solo punto para 
cada una, por ejemplo, el 5 y el 8, ya que 5—6]1-—2 y 7—8li3—4, 


En la construcción examinada, en calidad de planos auxiliares se tomaron 
dos planos proyectantes frontales. Claro está, se podría haber tomado otros 
planos, por ejemplo, dos planos horizontales o uno horizontal y otro frontal, 
eto, La esencia de la construcción en este caso no varía. Sin embargo, tal caso 
puedo encontrarso. Supongamos gue en cslidad do auxiliares fueron tomados 
dos planos horizontales y en la intersección de éstos con los planos P y Y so 
obtuvieron horizontales paralelas entro sí. Pero, en la fig, 167 se ve que, a pesar 
de que sus horizontales son paralelas, los planos P y Q se cortan. Por consiguien- 
te, si las proyecciones horizontales do las horizontales 4/2 y CD se hon obio. 
silo paralelas, sabiendo que los planos en este caso pueden tanto ser paralelos 
como corturso (por la horizowtal común a éstos), los planos P y Q deben ser 0xa- 








92 CAP. IV POSICIÓN RECÍPROCA DE DOS PLANOS 





Si los planos están dados por sus trazas en los planos dé proyección, 
es natural buscar los puntos que determinan la recta de intersección 
de los planos, en los puntos de intersección de las trazas homónimas 





Fig. 167 Fig. 168 


de los planos (fig. 168): la recta que pasa por estos puntos es común 
para ambos planos, es decir, es su línea de intersección. 

El esquema de Ja construcción de la línea de intersección de dos 
planos (véase la fig. 166) puede, claro está, difundirse para el caso 
cuando los planos están dados por sus trazas. Aquí el papel de pla- 
nos sccantes auxiliares lo cumplen los propios planos de proyección: 

PxXH=Pa QXH=Q 
PxV=P¿  QxV=Q),; 

Los puntos de intersección de las trazas homónimas de los planos 
son las trazas de la línea de intersección de estos planos. Por esta 
razón, para construir las proyecciones de la línea de intersección 
do los planos P y Q (fig. 168) es necesario: — 1) hallar el punto m en 
la intersección de las razas P, y Q, y el punto n' en la intersección 


de P, y Q,, y por ollos hallar las proyecciones m' y n; 2) trazar las 
rectas m'n” y mn. 
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Pig. 171 


En las figs. 469—171 se muestran los casos cuando so conoco la 
dirección de la línea de intersección. Por eso, es suficiente tener so- 
lamente un punto de la intersección de las trazas y Juego trazar por 
esto punto una recta partiendo de la posición de los planos y sus tra- 
z0S. 
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4. ¿Qué posición recíproca pueden ocupar dos planos? 

2. ¿Cuál es ol índice de paralolismo de dos planos? 

3. ¿Cómo se sitúan una respecto a la otra las trazas frontales do dos pla- 
nos proyectantes frontales paralelos entre sí? 

4. ¿Cómo se sitían una respecto a la otra los trazas horizontales de dos 
planos proyectantes horizontales paralelos enteo sí 

.. ¿Cómo se sitúan una respecto a la otra las trazas homónimas de dos 

planos paralolos entre sí? 
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6. ¿Sieve de índice de intersección mutua de dos planos la intersección 
de aunque sea dos de sus trazas homónimas? 
7. ¿Cómo establecer la posición recíproca de una recta y un plano? 
8. ¿Cómo se construye el punto de intersección do una rocta eon un plano 
perpendicular a uno o dos planos de proyección? 
Y. ¿Cuál de los puntos situados sobre la perpondicular común al a) plano 
A, b) plano V se considera visiblo en los planos /7 y Y respectivamente? 
10. ¿Cómo so construye la línea de intersocción de dos planos, uno de los 
uales, por lo menos, es perpendicular al plano 4/ 9 al plano Y? 
11. ¿En qué consiste el procedimiento goneral de construcción de la línea 
de intersección de dos planos? 











$ 25. INTERSECCIÓN DE UNA LÍNEA RECTA 
CON UN PLANO DE POSICIÓN GENERAL 
Para construir el punto de intersección de una recta con un plano 


de posición general es necesario cumplir lo siguiente (fig. 158): 
1) trazar por la recta dada (AB) cierto plano auziliar (S); 





Fig. 172 Pig. 173 


2) construir la recta (MN) de intersección de los planos dado 
(P) y auziliar (S); 

3) determinar la posición del punto (K) de intersección de las rec» 
tas dada (AB) y la construida (MN). 

En la fig. 172 se muestra la construcción del punto de intersec- 
ción de la recta FX con cl plano de posición general dado por dos 
rectas que se cortan AB y CD. 
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Por la recta FX se ha trazado el plano proyectante frontal aux 
liar $. La elección del plano proyectante frontal se explica por la 
comodidad de la construcción de los puntos de intersección de su 
tunza [rontal con las proyecciones a'b” y c'd'. Por los puntos m' y a” 
se han hallado las proyecciones horizontales m y n, con lo cual ha 
quedado determinada la recta MN sogún la cual el plano auxiliar 
$ corta al plano dado P. Luego se ha hallado el punto k en ol cual la 
proyección horizontal de la recta corla, directamento o al sor prolon- 
gada, a la proyección mn. Después de esto queda hallar la proyección 
frontal del punto de intersección (del punto 4”). 

En la fig. 173 se muestra la construcción del punto de intersección 
de la recta MN con el plano dado por el triángulo ABC, La marcha 
de la construcción no se diferencia en nada de la examinada en la 
fig. 172. Poro, el plano auxiliar (ahora ol plano proyectante horizon* 
tal) en este caso está señalado solamente por su traza 7, que pasa por 
la proyección mn. El plano 7 corta al triángulo ABC sogún la rocta 
DE. Pero, podemos prescindir de la traza 7,,: imaginándonos mental- 
mente que ol plano proyectante horizontal auxiliar pasa por la recta 
MN, expresamos el segmento ED, según el cual el plano proyectante 
horizontal trazado por MN corta al triángulo, por sus proyecciones 
ed y ed. 

Considerando que en el espacio están dados una recta y un trián- 
gulo intransparonte, hallamos las partes vistas y ocultas de la recta 
MN respecto a los planos H y V. 

En el punto e del plano A se confunden las proyecciones horizon- 
tales de dos puntos, uno de los cuales pertenece a la recta MN (la 
proyección frontal e;) y el otro, al lado del triángulo AC (la pro- 
yección frontal e”). 

De la disposición de las proyecciones frontales e; y e” se deriva 
que en el tramo KM la recta se encuentra sobre el triángulo y, por 
consiguiente, en la proyección horizontal, todo el segmento mk 
os visible, y el segmento kd está oculto. 

En la proyección frontal, en el punto f' se confunden las proyec- 
ciones frontales do dos puntos, uno de los cuales pertenece a la recta 
MN, y el otro, al lado AB dol triángulo. Según la disposición de las 
proyecciones horizontales / y f; deducimos que la recta MV, en'ol 
tramo MK, se encuentra tras el triángulo y, por consiguiente, en la 


proyección frontal el segmento f'A” está oculto, y el segmento l'n' 
es visible. 











En las figs, 174—476 se dan unos ejemplos de la construcción del punto 
do intersección de una recta con el plano de posición genoral expresado por sus 
trazas, En el primer ejemplo, por la recta 48 so ha trazado el plano proyectanto 
horizontal $, y en el segundo (fig. 175), un plano horizontal, lo cual ha sido po- 
sible ofectuat por sor en esto ejemplo la recta AB horizontal, 

La recta representada en la (ig. 176 es perpondicular al plano //. Las proyoc= 
ciones horizontales de todos los puntos de esta recta so confunden en un punto, 
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Fig. 174 Fig. 175 Fig. 176 


Por consiguiente, la posición de la proyección k del punto buscado de intersoo; 
ción de la recta AB con el plano P es conocida, La posición de la proyección k' 
so ha determinado con ayuda de la horizontal. 


$ 26. CONSTRUCCIÓN DE LA LÍNEA 
DE INTERSECCIÓN DE DOS PLANOS 
POR LOS PUNTOS DE INTERSECCIÓN DE LAS 
LÍNEAS RECTAS CON EL PLANO 


En el $24 se expuso el procedimiento general de construccion 
do la línea de intersección de dos planos, a saber: el empleo de pla- 
nos secantes auxiliares (véase la fig. 166). Examinemos ahora otro 
procedimiento de construcción aplicado a los planos de posición 
general. Este procedimiento consiste en que se hallan los puntos de 
intersección de dos rectas, pertenecientes a uno de los planos, con el 
otro plano. Por tanto, hay que saber construir el punto de intersec- 
ción deu recta con el plano de posición general, lo cual fue expuesto 
en el $25. 

En la fig. 177 se muestra la intersección del triángulo ABC por 
un plano dado por dos rectas paralelas (DE||PG). La construcción 
so redujo a la construcción de los puntos K, y Xy en los que las rectas 
DE y FG cortan al plano del triángulo, y a trazar por estos puntos 
el segmento de una recta. Imaginándonos que por DE y FG se han 
trazado planos proyectantes frontales, hallamos las rectas paralelas 
según las cuales estos planos cortan al triángulo. Una de ellas está 
expresada por las proyecciones 1—2 y 1'2'; para la otra se muestra 
un punto 3”, 3, por la proyección horizontal del cual se ha trazado una 
recta paralelamente a la proyección 1—2. 

Una vez determinada la posición de las proyecciones li y ke, 
hojlamos las proyecciones k; y kz y la proyección del segmento lla. 
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Claro está, que también en el caso examinado es aplicable el 
método general (véase la fig. 166), poro hubiéramos tenido que trazar 
más líneas que en la fig. 177. En la fig. 178 se da la construcción 
de la línea de intersección de dos triángulos ABC y DEF, señalando 
las partes vistas y ocultas de estos triángulos. 

La recta X,K, ha sido construida por los puntos do intersección 
de los lados AC y BC del triángulo ABC con el plano del triángulo 
DEF. El plano proyectante frontal auxiliar trazado por AC (en ol 
dibujo esto plano no se denota especialmente) corta al triángulo 









Fig. 177 
DEF según la recta con proyecciones 1'2” y 1—2; en la intersección 
de las proyecciones ac y 1—2 se ha obtenido la proyección horizon- 
tal del punto K, de intersección de la recta AC con el triángulo 
DEF, a continuación se ha construido la proyección frontal %;. Do 
la misma monera se ha hallado el punto K+. 

En los ejemplos de figs. 177 y 178 nos hemos encontrado 
con el problema de división de las figuras planas en partes vistas 
y ocultas para el observador, ya que los planos se consideran in- 
transparentes. En los dibujos esto se muestra rayando las partes 
correspondientes de los triángulos ABC. La visibilidad se ha deler- 
minado a base de los mismos razonamientos que en el ejemplo exami- 
nado en la fig. 173. 

En la fig. 179 se expone un ejemplo más de la construcción do 
la línea de intersócción de dos triángulos. En el caso dado, por la 


7-80) 
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misma razón se puede considerar que el triángulo ABC entra en el 
corte del triángulo DEP o que el triángulo DEF entra en el corte del 
triángulo ABC: solamente hay que convenir en cuál de los triángulos 
. considerar este corte por la rec- 
ta K,K.. En cambio, en el 
caso expuesto en la fig. 178, 
el corte se encuentra sólo en 
el triángulo DEF y el trián- 
gulo ABC entra en él. 

La propia construcción en 
la fig. 179 se reduce a hallar 
los puntos K, y K, con ayuda 
de los planos proyectantes 
frontales P, y P+. 

Hay que prestar atención 
una vez más a que el empleo 
de líneas de trazos en vez de 
plenas, por .ejemplo, en las 
figs. 159, 161, 164, 165, 173— 
179, está dictado por el deseo 
de hacer las representaciones 
más demostrativas. Si se par- 
tiera de la noción de proyec- 

Fig. 179 ción como imagen geométrica, 

la cuestión sobre «lransparen- 

cia» u «opacidad», sobro «visibilidad» e «invisibilidad» desaparece- 

ría: todo se debería representar con líneas plenas. Pero para dar 

a los dibujos mayor claridad se han introducido ciertas condicio- 
nalidades, entre ellas las líneas de trazos. 


PREGUNTAS A LOS $5 25 Y 26 


1. ¿En guó consiste, en el caso general, el método do construcción del punto 
de intorsección de una recta con un plano? 

2. ¿Qué operaciones y on qué sucesión hay que cumplir para la construcción 
de este punto (véase la” pregunta 1)? 

3. ¿Cómo determinar la «visibilidad» al intersocarso una recta con un plano? 

4. ¿Cómo se puede construir la recta de intersección de dos planos, si no so 
emplea el método gonoral expuesto en el $ 

¿Cómo determinar la «visibilidad» en el caso de intersección mutua do 














dos planos! 
E.“¿En qué se diferencian los casos examinados en las figs. 178 y 1797 


$ 27. CONSTRUCCION DE UNA LINEA RECTA 
Y UN PLANO PARALELOS ENTRE SI 


La construcción de una recta paralela a un plano dado, se basa 'en 
la siguiente tesisconocida por la Geometría: una recta es paralela a 
un plano, si esta recta es paralela a una recta cualquiera de dicho plano, 
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Por un punto dado en el espacio se pueden trazar infinitas rectas 
paralelas al plano dado. Para obtener una solución única se necesitan 
algunas condiciones tomplementarias. Por ejemplo, por el punto M 
(tig. 180) se exige trazar una recta paralela al plano dado por el tri- 
ángulo ABC, y al plano de proyección /Y (condición complementaria). 

Evidentemento, la recta buscada deberá ser paralela a la línea 
de intersección de ambos planos, es decir, deborá ser paralela a la 
traza horizontal del plano dado por el triángulo ABC. Para termi- 
nar la dirección de esta traza se puede hacer uso de la horizontal del 
plano dado por ol triángulo ABC. En la fig. 180 so ha trazado la 
horizontal DC y luego, por el punto M, se ha trazado una rocla 
paralela a esta horizontal. 
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Fig. 180 Fig. 481 


Planteemos el problema inverso: por un punto dado trazar un 
plano paralelo a una recta dada. Los planos que pasan por cierto 
punto A paralelamente a cierta recta BC, forman un haz do planos 
cuyo eje es una recta que pasa por el punto A paralelamente a la 
recta BC. Para obtener una solución única se necesita una condición 
complementaria. 

Por ejemplo, hay que trazar un plano, paralelo a la recta CD, 
no por un punto, sino por la recta AB (fig. 181). Las rectas AB y CD 
se cruzan. Si por una de dos rectas que se cruzan se exigo trazar un 
plano paralelo a la otra, el problema tiene una sola solución. Por 
el punto B se ha trazado una recta paralela a la recta CD; las rectas 
AB y BE determinan el plano paralelo a la recta CD. 


¿Cómo establecer si es paralela, o no, la recta dada al plano dado? 
Se puedo intentar trazar sobre este plano una recta paralela a la 
recta dada. Si no se logra trazar tal recta en el plano, entonces, la 
recta y el plano dados no son paralelos entre sí. 
7 
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Se puede hacer la prueba de hallar también el punto de intersec- 
ción de la recta dada con el plano dado. Si tal punto no puede ser 
hallado, la recta y el plano dados son paralelos entre sí. 


$ 28. CONSTRUCCION DE PLANOS 
RECIPROCAMENTE PARALELOS 


Supongamos que se da el punto K por el que hay que trazar un 
plano paralelo a cierto plano dado por las rectas que se cortan AF 
y BF (tig. 182). 

Es evidente, que si por el punto X se trazan las rectas CK y DK, 
paralelas respectivamente a las rectas AF y BF, entonces, el plano 
determinado por las rectas CK y 
DK será paralelo al plano dado. 

Otro ejemplo de construcción so 
da en la fig. 183, a Ja derecha. Por 
el punto A se ha trazado el plano 
Q paralelamente al plano P. Pri- 
meramente por el punto A se ha 
trazado una recta notoriamento pa- 
salela al plano P. Esta recta es la 
horizontal con las proyecciones an” 
y an, además, anl|P,. Por ser el 
punto N la traza frontal de la ho- 
rizontal AN, por él pasará la 
traza Qu|IP,, y por Qy, la treza 
QhllP,.. Los planos Q y P son paralelos entre sí, por ser paralalas 
entre sí sus trazas homónimas que se cortan. 

En Ja fig. 184 se representan dos planos paralelos entre sí, uno 
de los cuales está dado por el triángulo ABC, y el otro, por las rectas 
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paralelas DE y FG. ¿Por qué se establece el paralelismo de estos pla- 
nos? Por el hecho de que en el plano dado por las rectas DE y FG 
ha sido posible trazar dos rectas que se cortan KM y KN paralelas 
respectivamente a las rectas que se cortan AC y BC del otro plano. 


pr 





Pig. 184 


Claro que se podría intentar hallar el punto de intersección do, 
por ejemplo, la recta DE con el plano del triángulo ABC. El fracaso 
confirmaría el paralelismo de los planos. 


PREGUNTAS A LOS $ 27 Y 28 


[En qué so basa la construcción de una recta que debo sor pi 
ciorto plano! 

2. ¿Cómo trazar un plano por una recta paralelamente a la rocta dada? 
3: ¿Por qué se ostabloco el paralelismo recíproco de dos planos? 
4. ¿Cómo trazar por un punto un plano paralelo a otro dado? 
5. ¿Cómo comprobar en el dibujo si son paralolos entro sí dos planos dados? 


lela a 





$ 29. CONSTRUCCION DE UNA RECTA Y UN PLANO 
RECIPROCAMENTE PERPENDICULARES 


De todas las posiciones posibles de una recta que corta a un 
plano, señalemos el caso cuando la recta es perpendicular al plano 
y examinemos las propiedados de las proyecciones de tal recta. 

En la fig. 185 se da un plano determinado por dos rectas que 
se cortan AÑ y AM, con la particularidad de que AN es la horizontal 
y 1M, la frontal de este plano. La recta AB, representada en el mis- 
mo dibujo, os perpendicular a las rectas AN y AM y, por consiguien- 
to, es perpendicular al plano que éstas determinan. 
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La perpendicular a un plano es perpendicular a cualquier recta 
trazada en este plano. Pero para que en este caso la proyección de la 
perpendicular al plano de posición general sea perpendicular a la pro» 
yección homónima de una recta cualquiera de este plano, dicha recta 
deberá ser la horizontal, la frontal o la recta de perfil del plano. Por 
esta razón, al desear construir la perpendicular al plano, en el caso 
general, se toman dos de estas rectas (por ejemplo, la horizontal y 
la frontal, como se muestra en la fig. 185). 


br 
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Fig. 185 Fig. 186 


Así pues, la proyección horizontal de la perpendicular a un plano 
es perpendicular a la proyección horizontal de la horizontal, su pro- 
yección frontal es perpendicular a la proyección frontal de la frontal 
y la proyección de perfil es perpendicular a la proyección de perfil de 
la recta de perfil de este plano. 

Es evidente, que en el caso cuando el plano está expresado por 
sus trazas (fig. 186), obtenemos la siguiente deducción: si una recta 
es perpendicular a un plano, la proyección horizontal de esta recta es 
perpendicular a la traza horizontal del plano, y su proyección frontal 
es perpendicular a la traza frontal del plano. 





Ahora bien, sí en el sistema Y, Hf la proyección horizontal de una recta es 
perpendicular a la traza horizontal de un plano y la proyección frontal de dicha 
recta es porpendicular a la traza frontal de dicho plano, entonces, en el caso de 
planos de posición general (lig. 186) y de planos proyectantes horizontales y fron= 
tales, la recta es perpendicular al plano, Pero para el plano proyectante de perfil 
puedo resultar que la recta no es perpendicular a este plano, aun siendo las pro- 
yecciones de la recta respectivamento perpendiculares a las trazas horizontal 
y frontal del plano. Por esta razón, on el caso de un plano proyoctanto de perfil, 
So debo examinar también la posición recíproca de la proyección de perfil de la 
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recta y la traza de perfil del plano dado y solamento después de esto establecer 
si serán perpendiculares entro sí la recta y ol plano dados. 

Evidentemente (fig. 187), la proyección horizontal de la perpendicular al 
plano se confunde con la proyección horizontal de la línea de pendiente trazada 
en el plano por el pie de la porpendicular. 


En la fig. 186 desde el punto A se ha trazado la perpendicular al 
plano P (a'e' 1 P,, ac Pa) y se muestra la construcción del punto 
E, en el cual la perpondienlar AC corta al plano P. La construcción 
so ha efectuado con ayuda del plano proyectante horizontal Q 
trazado por la perpendicular AB. 





Fig. 187 Fig. 188 


En la fig. 188 se muestra la construcción de la perpendicular al 
plano determinado por el triángulo ABC. La perpendicular se ha 
trazado por el punto A. 

Puesto que la proyección frontal de la perpendicular al plano 
debe ser perpendicular a la proyección frontal do la frontal del pla- 
no, y su proyección horizontal, perpendicular a la proyección hori- 
zontal de la horizontal, en el plano, por el punto A sé han trazado la 
frontal con las proyecciones a'd' y ad y la horizontal con las proyoc- 
ciones a'e” y ae. Claro está, que no es obligatorio trazar estas rectas 
precisamente por el punto A. 

Luego se han trazado las proyecciones de la perpendicular: 
m'n'_La'd', mn ae. ¿Por qué las proyecciones en la fig. 188 en las 
zonas a'n' y am se muestran con líneas de trazos? Porque aquí se 
examina no sólo el triángulo ABC, sino también el plano determi- 
nado por este triángulo: parte de la perpendicular se halla delanto 
dol plano y parte detrás del mismo. 

En Jas figs. 189 y 190 se muestra la construcción de un plano quo 
pasa por el punto A perpendicularmente a la recta BC. En la fig. 189 
el plano está expresado por sus trazas. La construcción se ha iniciado 
con el trazado por ol punto A de la horizontal del plano buscado: 
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puesto que la traza horizontal del plano debe ser perpendicular a dc, 
también la proyeceión horizontal de la horizontal deberá ser perpen- 
dicular a be. Por eso un bc. La proyección a'n'llal eje z, como esto 
debe suceder con la horizontal. Luego Lrazamos por el punto n” (1 
es la proyección frontal de la traza frontal de la horizontal 4) 
la traza P, 19”, se ha obtenido el punto P, y trazado la traza P, lar 
(Pa Lb0). 

En ta fig. 190 el plano está determinado por su frontal AM y 
su horizontal AN. Estas rectas son perpendiculares a BC (a'm” | 
pedo: el plano determinado por estas rectas es perpendicu- 
lara BC. 





Fig. 189 Fig. 190 


Dado que la perpendicular a un plano es perpendicular a cual- 
quior recta trazada en este plano, al aprender a trazar un plano 
perpondicularmente a una recta, se puede hacer uso de esto para 
trazar una perpendicular desde cierto punto A a una recta de posi- 
ción general BC, Está claro que se puede fijar el siguiente plan do 
construcción de las proyecciones de la recta buscada: 

4) por el punto A trazar un plano (llamémoslo Q) perpendicu- 
lar a BC; 

2) hallor el punto X do intersección de la recta BC con el plano Q; 

3) unir los puntos A y K con el segmento de una recta 

Las rectos AX y BC son perpendiculares entre sí. 

Un ejemplo do construcción se da en la fig. 491. Por el punto 
A se ha trazado el plano (Q) perpendiculor a BC. Esto se ha hecho 
con auxilio do la frontal cuya proyección frontal a'f' se ha trazado 
perpendicularmente a la proyección frontal 5'c”, y de la horizontal 
cuya proyceción horizontal es perpendicular a be 

Luego se ha hallado el punto K de intersección de la recta BC 
con el plano Q. Para ello, por la recto BC se ha trazado el plano pro- 
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yectante horizontal S (en el dibujo este plano está dado solamente 
por la traza horizontal Sa). El plano $ corta al plano Q según la 
recla cuyas proyecciones son 2'2” y 1—2. En la intersección de esta 
recta con la recta BC se obtiene el punto K. La recta AX es la per- 
pendieular buscada a BC. En electo, la recta AX corta a la recta BC 
y está contenida en ol plano Q, perpendicular a la recta BC; por con- 
siguiente, AX | BC. 

En el $15 so mostró (fig. 92) cómo se puede trazar una perpendicular 
desdo un punto a una recta. Pero allí esto se realizó introduciendo un plano 


£ 





Fig. 191 Fig. 192 


auxiliar en el sistema V, // y formando, de tal modo, el sistema $, /2, en ol 
que el plano $ so traza poralolamento a la recta dada. Recomendamos comparar 
las construcciones dadas en las figs, 92 y 191. 

En la fig. 192 cstán representados el plaño de posición general P que pasa 
por el punto 4, y la perpendicular A.3£ a este plano, prolongada hasta su inter- 
sección con el plano /7 en el punto b. 

rel ángulo e, entre los planos P y /£ y el ángulo a formado por la recta AM 
con el plano /7 son áugulos agudos del trióugulo rectángulo bAm y, por consi. 
guiento, ay-+a=90". Do forma anóloga, si ol plano P forma con el plano Yun 
ángulo 81. y la resta AM es perpendicular a P y forma con al plano Y un 
ángulo P, entonces, By4-B=90*, De aquí, ante todo, so desprende que el plano 
de posición generol, que deberá formar con el plano 4 un ángulo a, y con el 
plavo Y wn ángulo E, puede ser construido solamente si 180%> 0, +-B ¿> 00. 

En efecto, sumando miembro a miembro a, Pa=90* y B,+8=00% obteno- 
mos: eb pot $180, es decir, a, +f, <180%, y dado que a+$<00* (véaso 
la pág 14), bntonces, 1-1 By>90*. Si 3e tolma eL, + B,—00* se obtendrá un plano 
proyoctanto de perfil y si se toma ,-+ $180" se obtendrá un plano de perfil, 
€s decir. eh ambos casos cl plano no £s de posición general, siuw de posición 
particular. 
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$ 30. CONSTRUCCIÓN DE PLANOS 
RECÍPROCAMENTE PERPENDICULARES 


La construcción de un plano Q perpendicular a un plano P puede 
efectuarse por dos vías: 

1) el plano Q se traza por una recta perpendicular al plano P; 

2) ol plano Q se traza perpendicularmente a una recta conteni- 
da en el plano P o paralela a este plano. Para obtener una solución 
única se necesitan condiciones complementarias. 

En la fig. 193 se muestra la construcción de un plano perpendi- 
cular a otro representado por el triángulo CDE. La condición com- 
plementaria aquí radica en que el plano buscado debe pasar por 
la recta AB. Por consiguiente, el plano buscado quedará deter. 
minado por la recta AB y la perpendicular al plano del triángulo, 





Fig. 193 Fig. 194 


Para trazar esta perpendicular al plano CDE, en éste se han tomado 
la frontal CN y la horizontal CM: si d'f' 1 c'n' y bf_L cm, entonces, 
BF _L al plano CDE. 

El plano formado por las rectas que se cortan AB y BF es per- 
pendicular al plano CDE, por pasar por la perpendicular a este plano. 
En la fig. 194 el plano proyectante horizontal S pasa por el punto 
K perpendicularmente al plano dado por el triángulo ABC, Aquí la 
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condición complementaria era la perpendienlaridad del plano bus- 
cado a dos planos al mismo tiempo: a los planos ABC y HH. Por esta 
razón, eomo respuesta tenemos un plano proyectante horizontal. Dado 
que éste está trazado perpendicularmente a la horizontal AD, o sea, 
a una recta perteneciente al plano ABC, el plano S es perpondicular 
al plano ABC. 


¿Puedo servir Ja perpendicularidad de las trazas homónimas de 
los planos de índice de perpendicularidad de los propios planos? 

A los casos ovidentes, cuando esto es así, se refiere la perpendi- 
cularidad recíproca de dos planos proyectantes horizontales cuyas 
trazas horizontales son perpendiculares entre sí. También esto es 
justo para dos planos proyectantes frontales cuyas trazas frontalos 
son perpendiculares entro sí; estos planos son perpendiculares entre sí. 





Fig. 195 Fig. 196 


Examinemos (fig. 195) un plano proyectante horizontal $ per- 
pendicular a un plano de posición general P. 

Si el plano S es perpendicular al plano /7 y al plano P, entonces, 
S1.P,, como a la línea de intersección de los planos Y y //. De 
aquí que P,_LS y, por lo tanto, P,_1 Sy, como a una de las rectas 
pertenecientes al plano $. 

Así pues, la perpendicularidad de las trazas horizontales de un 
plano de posición general y de un plano proyectante horizontal co- 
rresponde a la perpendicularidad recíproca de estos planos. 

Evidentemente, la perpendicularidad do las trazas frontales de 
un plano proyectante frontal y un plano de posición general también 
corresponde a la porpendicularidad recíproca de estos planos. 

Pero, si las trazas homónimas de dos planos de posición general 
son perpendiculares entre sí, los propios planos no son recíprocamente 
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perpendiculares, puesto que en este caso no se observa ninguna de las 
condiciones expuestas al principio de este parágrafo. 

En conclusión, examinemos la fig. 196. Aquí se tiene el caso 
de perpendicularidad recíproca do los dos pares de trazas homóni- 
mas y la perpondicularidad de los propios planos: ambos planos son 
de posición particular, el plano Af es de perfil y el P es un plano 
proyectante de perfil, E 


$ 31. CONSTRUCCIÓN DE LAS PROYECCIONES 
DEL ÁNGULO FORMADO POR UNA RECTA 
Y UN PLANO Y POR DOS PLANOS 


Si una recta no es perpendicular a un plano, el ángulo formado 
por esta recta con su proyección sobre este plano se llama ángulo entre 
la recta y el plano. 

Sobre los ángulos formados por una recta con los planos de pro- 
yección véase el $ 13, 

En la fig. 197 se representa una recta AB que corta al plano 
P en ol punto D; el ángulo a está formado por el segmento BD do 
la recta dada con la proyección 
BpD de este segmento sobre el 
plano P. 

La construcción de la pro- 
yección del ángulo formado por 
una recta AB con cierto plano P 
se muestra en la fig. 198. El 
plano P viene dado por su hori- 
zontal (las proyecciones ph” y 
ph) y su frontal (las proyeccio- 
nes p'/' y pf- 





Fig. 197 Fig. 198 


La construcción se ha enmplido en el siguiente orden; 

a) se ha hallado el punto D de intersección de la recta AB con el 
plano P, para lo cual por 48 so ha Lrazado el plano proyectante ho» 
rizontal $; 
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b) desde el punto A se ha trazado la perpendienlar al plano P; 

e) se ha hallado el punto E de intersccción de esta perpendicular 
con el plano P, para lo cual se ha trazado el plano proyectante hori- 
zontal 7; 

d) por los puntos «' y e”, d y e se han trazado rectas, con Jo cual 
quedan determinadas las proyecciones de la recta AB_ subre el plano P. 

El ángulo a'd'e' representa la proyección frontal del ángnlo entre 
AB y el plano P, y el ángulo ade, la: proyección horizontal de este 
mismo ángulo. B 

La construcci 
un plono se simpl 


p 
puesto que en semejantes casos el punto do intersección de la recta dada con el 
plano se halla sin necesidad de construcciones complementarias. 





de las proyecciones del ángulo formado por una recta con 
eonsiderablemente sí el plano no es de posición general, 





Dos planos que se cortan forman cuatro ángulos diedros. Limi- 
tándonos al examen del ángulo entro P y Q, mostrado en la fig. 199, 
construimos su ángulo lineal, para lo cual cortamos la arista MN 
del ángulo diedro con el plano $ perpendicular a MN. 

Lo construcción de las proyecciones del ángulo lineal se muestra 
en la fig. 200. El plano P viene dado por el triángulo AMN, el plano 
Q, por el triángulo BMN. 
















lar ó 
zi dl 


Fig. 199 





a) Se ha construido el plano SMN, que pasa por el punto N 
(el plano S vieno dado por su frontal NF y su horizontal N17); 

b) se ha construido la línca de intersección de los planos 2 y S 
(la recta EN); puesto que el plano S ha sido trazado por el punto Y 
del plano P, cs necesario hallar solamente el punto £, para lo cual 
se ha tomado el plano auxiliar 7; 
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e) se ha hallado la línea de intersección de Jos planos Q y S (la 
recta NG); aquí también fue necesario hallar solamonte el punto G 
(plano auxiliar Q). 

El punto N es el vértice del ángulo lineal buscado, el ángulo 
eng representa la proyección horizontal de este ángulo, y el ángulo 
e'n'g”, su proyección frontal. 





Ela fig, 105 están construidas las proyecciones del ángulo lineal gue mido 
el ángulo diedro formado por el plano P cón el plano de proyección 4. Puesto 
que para obtener el ángulo lineal hay quo trazar un plano perpendicular a la 
arista del ángulo diodro, entonces, para obtoner el ángulo de inclinación dol 
plano 2 al plano A se ha trazado el plano S perpendicular a la traza Py, Análo- 
gomente, para obtener el ángulo entro el plano P y el plano Y hubiera sido ncco- 
sario lrazar un plano perpendicularmento a la traza Po, 

Es la fig 195 a proyección frontal del óngulo buscado es ol ángulo nn, 
y la proyección horizontal so confundo con la traza Sy. La magnitud del ángulo 
puedo ser detorminada construyendo ol triángulo rectángulo por los catotos n'n 
y mn. 


PREGUNTAS A LOS $5 29—31 


1. ¿Cómo se sitúan las proyecciones de la perpendicular a un plano? 

2, ¿Cómo so disponen mutuamento las proyceciones horizontales de la 
perpendicular a un plano y su línea de pendiento, trazada por el punto de inter 
Gccslón de la perpendicular con el plano? 

3. ¿Cómo Írazar un plano perpendicular a una recta dada (por un punto 
de la recta Y, por un punto extorior a esta recta)? 

4. ¿Cómo trozar la perpendicular desde un punto a una recta de posición 
general. icon" ayuda de uu plano perpendicular a la recta, y con auxillo do la 
introducción en el sistema Y, /2 do un plano de proyección auxiliar)? 

5. ¿Cómo trazar dos planos recíprocamonto perpendiculares? 

6. ¿En cuáles casos la perpendicularidad recíproca de un par de trazas ho- 
mónimas de dos planos correspondo a la perpondicularidad recíproca de los pro- 
pios planos: 

D. ¿En cuál caso en ol sistema Y, /£ la perpendicularidad rocíproca de dos 
planos 'só expresa por la perpendicularidad Psciproca. de sus troras frontales? 
¿En cuál caso en el sistema Y, 27 la perpendicularidad rocíproca de dos planos so 
expresa por la porpondicularidad resíptoca de sus trazas horizontales? 

8. ¿Son perpendiculares entro sí dos planos de posición general si son por- 
pendiculares entre sí sus trazas homónimas? 

9. ¿A qué se lo lama ángulo entre una recta y uu plano y que. operaciones 
ay, uo efectuar para la construcción en ol dibujo de las proyecciones do esto 

glo? 
10. ¿Cuáles operaciones que cumplir para construir en el dibujo las 
proyccciónes del ángulo liueal para ol ángulo diedro dado? 
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MÉTODOS DE CAMBIO 
DE LOS PLANOS 
DE PROYECCION Y DE GIRO 


$ 32. REDUCCIÓN DE LAS LÍNEAS RECTAS 

Y LAS FIGURAS PLANAS A LAS POSICIONES 

PARTICULARES RESPECTO A LOS PLANOS 
DE PROYECCIÓN 


La representación de las líneas rectas y las figuras planas en sus 
posiciones particulares respecto de los planos de proyección (véanso 
los $$ 11 y 19) simplifica considerablemente la construcción y la 
resolución de problemas, y a veces permite obtener la respuesta o 
bien directamente dol dibujo, o bien con auxilio de construcciones 
simples. 

or ejemplo, la determinación de la distancia del punto A al 
plano proyectante horizontal (fig. 201) dado por el triángulo BCD, 
se reduce al trazado de al perpendicular desde 
la proyección a a la proyección expresada por 
el segmento bd. La distancia buscada se de- 
termina por el segmento als. 

Los procodimientos expuestos en el pre- 
sento capítulo dan la posibilidad de pasar 
de las posiciones generales de las líneas rectas 
y las figuras planas en el sistema Y, Ha las 
posiciones particulares en el mismo sistema o 
en un sistema auxiliar. 

Se consigue lo dicho: 

1) introduciendo planos auxiliares de pro- 
yocción de manera tal, que la recta o la figura 
plana, sin variar su posición en el espacio, 
resulte en una posición particular cualquiera on el nuevo sistema do 
planos de proyección (método de cambio de los planos de proyección); 

2) variando la posición de la recta o la figura plana mediante su 
giro alrededor de cierto eje de modo que la recta o la figura resulte 
en una posición particular respecto del sistema de planos de proyec- 





Fig. 201 
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ción invariante (método de giro y un caso particular de éste, el méto. 
do de abatimiento). 

La introducción de planos de proyección auxiliares en el sistema 
V, 11 ya se examinó en el $8, y en los $5 13 y 15 se dieron ejemplos 
de construcción en los sistemas auxiliares. Ahora examinemos este 
procedimiento más detalladamente. 


$ 33 MÉTODO DE CAMBIO DE LOS PLANOS 
DE PROYECCIÓN » 


Conocimientos generales. La esencia del método de cambio de 
planos de proyección? consiste en que la posición de los puntos, 
líneas, figuras planas y superficies en el espacio permanecen invario: 
bles, mientras que al sistema V, H se le añaden planos auxiliares 
que forman con V o con /7, o entre sí sistemas de dos planos porpendi- 
culares entre sí, aceptados e planos de proyección. 

Cada nuevo sistema so elige de manera tal, que se obtenga la po- 
sición más adecuada para efectuar las construcciones necesarias. 

En una serio de casos, para obtener el sistema de planos de pro- 
yección que resuelva el problema, es suficiente introducir un solo 
plano, por ejemplo, S.L A o 71 V; en este caso el plano $ será un 
plano proyectante horizontal y el plano 7, un plano proyectanto 
frontal. Si la introducción de un solo plano, S o 7, no permite rosol- 
ver el problema, se recurro « completar sucesivamente el sistema pri- 
witivo de planos de proyección con nuevos: por ejemplo, se intro- 
duce el plano 5 1.17, obteniéndose el primer sístema nuevo $, H, y a 
continuación, de este sistema se pasa al segundo sistema nuovo, 
introduciendo cierto plano 7_1S. En este caso, el plano 7 será un 
plano de posición general en el sistema básico V, /7. De esta manera 
so realiza el paso consecutivo del sistema V, H al sistema S, 7 pa- 
sando por el sistema intermedio S, H. 

Si los planos S y 7 no resuelven totalmente el problema, se puedo 
pasar a un tercer sistema nuevo, introduciendo un plano más per- 
pendicular al 7. 

Al ofectuar las construcciones en el nuevo sistema de planos 
de proyección se observan las mismas condiciones respecto a la posi- 
ción del observador, establecidas para el sistema de planos V, Ml 
(véase ol $7). 




















» Empleamos la denominación difundida de «cambio do planos de proyec- 
cións. pero en realidad los planos de proye V y H se conservan, y solamente 
se introducen planos auxiliares de proyección. 

% En ol idioma ruso, el método de cambio de los planos de proyección se 
expuso, por primera vez por [..T- Sómoy en su libro «Ccometría descripiiva», 
en 1862. Luego este problema fuo aclarado más detallada y profundamente en 
las obras de Ñ. 1, Makároy y V. I. Kurdiúmov. 
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El eje de proyección (la línea de tierra) lo anotaremos en la escri- 
tura en forma de quebrado, considerando que la línea del quebrado 
se encuentra en dicho eje; la denotación de los planos representan 
el numerador y denominador del quebrado, con la particularidad do 
que cada lotra so coloca hacia el lado del eje en el que deberán situarse 
las proyecciones respectivas. 

Introducción en el sistema Y, H de un plano auxiliar de proyección. 
En la mayoría de los casos el plano auxiliar, introducido en el siste- 
ma V, H en calidad de plano de proyección, se elige de acuerdo con 
alguna condición que respondo a la finalidad de la construcción. 
Como ejemplo puede sorvir el plano S representado en la fig. 77: 
puesto que se exigía hallar la magnitud verdadera del segmonto AB y 
el ángulo formado por 48 con el plano H, el plano S fue situado per- 
pendicularmonte al plano H (se formó el sistema S, H) y parar 
Jolamente al segmento AB. 


y 


e 





Fig. 203 





. 202 también Ja elección del plano 7 está subordinada 
a la finalidad de determinar el ángulo formado por la recta CD con 
el plano de proyección Y. Por eso 7 LV y al mismo tiempo ol plano 
T es paralelo a la recta CD (el ejo 7/Vlle”d'). Además del ángulo bus- 
cado fi, so ha hallado la magnitud verdadera del segmento CD (ésta 
viene expresada por la proyección cydy). 


En el caso representado en la fig. 203, la elección del plano 7 depende com= 
pletamente de la tarea: determinar la farma verdadera del triángulo ABC. Puesto 
quo en el caso on cuestión el plano determinado por el triángulo es perpendi- 
cular al plano V, para representarlo sin deformaciones hay que introducir en el 
sistema V. /7 un plano auxiliar onda a dos condiciones: 7 | Y (para for- 
mar el sistema V, 7) y 7 1 ABC (lo que da la posibilidad de representar al 44 BC 
sin desfiguracionos). El nuevo ojo V/7 ha sido trazado paralelamente n la ptoyoc- 
ción a'c'b', Para construir la proyección aybyc; a partir del nuevo eje so han tra- 
zado segmontos iguales a las distancias de los puntos a, b y e al eje V/21. Lu forma 
verdadera del A4BC se expresa por su mueva proyección abc, 


8- 891 











114 CAP. VMÉTODOS DE CAMBIO DE LOS PL. DE PROYEC. Y DE GIRO 


Un ejemplo do construcción en la que la elección dol plano ausiliar 0 no 

se ha procisado Y, Puedo sor cualquier plano proyectante horizontal, frontal 9 de 
ertil, con tal de "que sen cómodo construir sobro 6l las proyecciones, sirvo la 
ig. 204, La finalidad de la construcción es obtener las proyecciones del punto de 

intersección do dos rectas do perfil 4 B y CD pertenecientes a un mismo plano de 

perfil». En la fig, 204 so muestra un plano proycctante horizontal Q en calidad 
le plang de proyección auxilar. 








Fig. 204 Fig. 205 


La posición mutua de las nuevas proyecciones agby y cydy detormina la po- 
sición recíproca de las rectas dadas: en este caso, las fostas $e” cortan, La pro= 
yocción del punto do intersección sobre el plano Q es el punto ky; por esta pro- 
yocción se hallan las proyecciones k y K. 


La introducción de un plano auxiliar de proyección da la posi- 
bilidad, por ejemplo, de transformar ol dibujo de manera tal, que 
el plano de posición general, dado en el sistema V, H, resulta per- 
pendicular al plano auxiliar de proyección. Un ejemplo so do en la 
fig. 205, donde el plano complementario S se ha trazado de manera 
tal, que el plano de posición general, dado por el triángulo ABC, 
se ha hecho perpendicular al plano S. ¿Cómo se ha obtenido esto? 

En el triángulo ABC se ha trazado la horizontal 4D. El plano 
perpendicular a AD es perpendicular a ABC y al mismo tiempo al 
plano /I (puesto que ADIH). Esta condición la satisface el plano 
S; el triángulo ABC se proyecta sobro él en forma del segmento 
b,c,. Si el plano de posición general está dado por sus trazas (fig. 
206), entoncos, el plano S debe ser trazado perpendicularmente a la 
traza P, o sea, a la línea de intersección del plano P con el plano 
H. Con ello el plano S resulta ser perpendicular al plano / (es 


* El hecho de que las rectas A B y CD se cortan se desprendo do la compara- 
ción de las posiciones de los puntos A y B, € y D. 
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decir, aparece un plano complementario de proyección) y al plano 
P. Ahora hay que construir la traza del plano P sobre el plano $, 
Puesto que P 18, la proyección de cualquier punto del plano P 
sobre el plano $ se encontrará sobre la recta de intersección de los 
planos P y S, es decir, sobre la traza P,. En la fig. 206 como tal punto 


mr Po 





Fig 206 Fig. 207 


sirvo el punto N tomado en la traza P,; se ha construido su proyoo- 
ción n, (n,1=n'n), por la cual, así como por el punto do intersección 
de Ja traza P, con el ejo S/H, pasa la traza P,. 

Las construcciones en las figs. 205 y 208 conducen a la obteución 
del ángulo do inclinación «a do los planos dados al plano //. Si so 
toma el plano 7 (fig. 207) perpondicular al plano V y al plano dado 
por el triángulo ABC (para lo cual hay que trazar el ejo V/7 perpen- 
dicularmento a la frontal do este plano), entonces se doterminará 
el ángulo de inclinación $ del plano ABC al plano V. 

Introducción de dos planos de proyección complementarios en 
el sistema V, H. Examinemos la introducción de dos planos de pro- 
yección complementarios en el sistoma Y, F, en ol ejemplo siguiento. 

Supongamos que se exige disponer la recta de posición general 
AB, dada en el sistema V, H, perpendicularmente al plano de pro- 
yección complementario. ¿Puede ser esto logrado introduciendo un 
solo plano complementario? No. Tal plano, siendo perpendicular 
a la recta de posición general, él mismo en el sistema Y, /7 será un 
plano de posición goneral, es decir, no perpendicular ni a 1%, ni a V. 
Pero con ello se incumple la condición de introducción de planos de 
proyección complementarios (véase la pág. 28). 

¿Cómo vencer este obstáculo y, con todo, emplear el método de 
cambio de los planos de proyección? Es necesario sujetarse al si- 
guiente esquema: pasar del sistema V. H al sistema S, H, en el quo 


ge 
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S_LA y SIlAB, y a continuación pasar al sistema S, T, donde 7.8 
y TLAB (ig. 208). El dibujo correspondiente se da en la fig. 209. 
La tarea se reduce a la construcción sucesiva de las proyecciones 
a, y a, del punto A, b, y b, del punto B. La recta de posición general 
en ol sistema V, HT ha resultado ser perpendicular al plano de proyec- 
ción complementario 7 con el paso por una elapa intormedia do 
paralelismo respecto al primer plano complementario S. Dado que 





Fig. 208 Fig. 209 


el plano $ está dispuesto paralelamente a la recta 4B, las distancias 
de los puntos A y B al plano $ son iguales entro sí y se expresan, por 
ejemplo, por el segmento a2; tomando el eje S/T perpendicularmento 
a a,b, (lo que corresponde en el espacio a la perpendicularidad del 
plano Ta la recta 4B) y trazando el segmento a, 3 igual a a?, obtene-, 
mos ambas proyecciones a, y b, en un mismo punto, es decir, lo que 
debo obtenerse si AB1 7. 

En la fig. 210 se da un ejemplo de construcción de la forma ver- 
dadera del AABC. Aquí también se han introducido dos planos de 
proyección complementarios S y 7, pero, por el esquema siguiente: 
S_ 1H y SLABC, mientras que 71.S y TNABC. La etapa final de la 
construcción se ha reducido al trazado del plano 7ljal plano ABC 
(puesto que hacía falta determinar ta forma verdadera del AABC); 
la etapa intermedia era la perpendicularidad del plano auxiliar 
S al plano ABC. Esta otapa intermedia repite la construcción mos- 
trada un poco más arriba en lo fig. 205. En la etapa final de construc- 
ción, en la fig. 210, el eje S/7 es paralelo a la proyección c,0,b,. es 
decir, el plano 7 se ha trazado paralelamente al plano ABC, lo cual 
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conduce a la determinación do la forma verdadera expresada por la 
proyección ajbicp. 

Así pues, en este ejemplo, para obtener el paralelismo del plano 
del AABC y el plano 7, ha sido necesario disponer el plano del 
DMABC y el plano $ perpendicularmente uno al otro. En el ejemplo 
do la fig. 209, al contrario, 
para obtoner la perpendicu- 
laridad (AB 7) ha sido 
necesaria la posición preven- 
tiva de paralelismo (AB|IS). 


PREGUNTAS A LOS $5 32—33 


1. ¿Cuáles procedimiontos 
de transformación del dibujo so 
examinan en el capítulo V? 

2. ¿En qué consiste la di- 
ferencia” fundamental de estos 
procedimientos? 

. ¿En qué consisto ol mó. 
todo conocido bajo el nombre de 
«método de cambio do los pla- 
pos de proyección»? 

4 posición —doborá 
ocupar “on el “sistema Y, Mol 
plano do proyección S introdue 
cido para formar el sistoma S, 11? 

.. ¿Qué posición ocupará 





Fig. 210 
en el sistema V, H el plano do proyección 7 al pasar sucesivamente dol 


sistema V, H, por el S, HI, al sistoma S, 7? 

6. ¿Cómo hallar la longitud del segmonto do una recta y los ángulos forma- 
dos por esta recta con los planos Y y H, introduciendo planos de proyección 
complementarios? 

. ¿Cuántos planos de proyección complementarios doberán ser introduct- 
dos en el sistema V, 4 para determinar la forma verdadera de.una figura cuyo 
plano os perpendicular al plano // o al plano V? 

8. ¿Cuéntos planos complementarios y en qué sucosión deberán ser introdu- 
cidos en el sistema Y, / para quo la recta dada de posición gencral sea poryon= 
dicular al plano do proyección complemontario? 

9, La misma pregunta, pero respecto a la obtención de la forma verdadera 
de una figura cuyo plano es un plano de posición gonerol. 
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Al girar una figura alrededor de cierta recta lija (eje de giro) 
cada punto de esta figura se desplaza en un plano perpendicular al 
ejo de giro (plano de giro). El punto describe una circunferencia cuyo 


» El método de giro fue expuesto detalladamento por V. 1. Kurdiúmov 
en su libro «Curso de Geometría Descriptiva» en el apartado dedicado a las pro- 
yeccioues ortogonales. 
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centro es el punto de intersección del eje con el plano de giro (centro 
de giro), y cuyo radio es igual a la distancia desde el punto que gira 
hasta el centro (este es el radio de giro). Si un punto cualquiera del 
sistema dado se encuentra en el 
eje do giro, al girar el sistema 
este punto se considera fijo. 

El eje de giro puede ser dado 
o elegido; en el último caso es 
conveniente disponer el eje per- 
pendicularmente a uno de los 
planos de proyección, puesto que 
so simplifica la construcción. 

Efectivamente, si el eje de 
giro es perpendicular, por ejem- 
plo, al plano Y, entonces, el pla- 
no en el que sucode el giro del 
punto es paralelo al plano V. 
Por consiguiente, la trayectoria del punto so proyecta sobre este 
plano sin desfiguraciones, y sobre el plano H, en forma de un 
segmento de recta (fig. 211). 





$ 35. GIRO DE UN PUNTO, UN SEGMENTO 
DE RECTA Y UN PLANO ALREDEDOR DE UN EJE 
PERPENDICULAR AL PLANO DE PROYECCIÓN 


Giro alrededor de un eje dado. 


1. Supongamos que el punto A gira alrededor de un eje perpen- 
dicular al plano 41 (fig. 212). Por el punto A se ha trazado el plano 7 
perpondicular al eje de giro y, por consiguiento, paralelo al plano H. 
Al girar el punto 4 describe en el plano 7 una circunferencia do ra- 
dio A; la magnitud de este radio se expresa por la longitud de la 
perpendicular trazada desde el punto 4 al ojo. La circunforencia 
descrito por el punto 4 en el espacio, se proyecta sobre el plano 17 
en tamaño natural. Dado que el plano 7 es porpendicular al plano 
Y, las proyecciones de los puntos de la circunferencia sobre el plano 
V estarán situados sobre 7,, es decir, sobre una recta perpendicular 
a la proyección frontal del eje de giro. El dibujo se da en la fig. 242, 
a la dorecha: la circunferencia descrita por el punto A al girar alro- 
dodor del eje, so ha proyectado sobre el plano Jf en tamaño natural. 
Desdo el punto o como centro se ha trazado una circunferencia de 
radio R=0a; en el plano Y esta cireunferoncia vieno representada 
por el ségmento de una recta, igual a 2R. 

En la fig. 213 está representado el giro del punto A alrededor 
de un eje perpendicular al plano V. La circunferencia descrita por 
el punto A se ha proyectado sobre el plano Y en tamaño natural. 
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Desde el punto 0”, como centro, se ha trazado la circunferencia de 
radio R=o0a; sobre el plano H esta circunferencia se representa con 
el segmento de una recta, igual a 2R. + 

De los ejemplos examinados en las figs. 212 y 213 so aprecia 
claramente que al girar un punto alrededor de un eje perpendicular 





Fig. 212 Fig. 243 


a un plano de proyección cualquiera, una de las proyecciones de dicho 
punto se desplaza por una recta perpendicular a la proyección del eje 
de giro. 


En la fig. 244 se mucstra ol giro do un punto A en sentido contrario a las 
agujas del reloj de un ángulo a; alrededor de un ejo que pasa por el punto O per 
pendicularmonte al plano V. Desdo el punto o”, como centro, so ha trazado el 
arco de radio 0'a', correspondiento al angulo a y al 


sentido de giro. El punto a; es la nueva posición do 
la proyección frontal del punto A. 


2. Examinemos ahora el giro del segmento 
de una recta alrededor de un eje dado. El seg- 
mento AB (fig. 215) ha sido girado a la posi- 
ción A,B,. Evidentemente, el problema se ha 
reducido a girar los puntos A y B un ángulo 
dado a, en el sentido dado. Las trayectorias 
de desplazamiento de las proyecciones fronta- 
les do estos puntos se indican con rectas tra- 
zadas por a' y b' perpendicularmento a la Fig. 214 
proyección frontal del eje de giro. 

La nueva posición de la proyección horizontal del punto 4 
(el punto a) se ha obtenido al girar el radio oa el ángulo dado a. 
Para hallar el punto b, (la posición de la proyección horizontal del 
punto B después del giro) se ha trazado el arco de radio 0b y sobre 
este arco se ha trazado la cuerda bb,, igual a la cuerda 1—2; esto 
corresponde al giro del punto B un mismo ángulo A. 
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Luogo, a partir de los puntos a, y b, se han trazado las líneas 
do referencia hasta su intersección con las direccionos de desplaza- 
miento de las proyecciones frontales; se han obtenido las proyeccio- 
nos a; y bj. 

Los segmentos entre Jos puntos a; y bí y entre los puntos a, y by 
determinan las nuevas posiciones de las proyecciones frontal y ho: 
rizontal del segmento AB después de su giro a la posición 4A,Bj. 

Dado que en los triángulos abo y asbzo (fig. 215) los lados do 
y ao del triángulo abo (como radios) son respectivamente iguales a los 





Fig. 215 Fig. 216 


lados b10 y ao del triángulo a,b,0 y los ángulos comprendidos entre 
los lados indicados son también iguales, estos triángulos son iguales 
entre sí. Por consiguiente, ab=a;b,. es decir, la magnitud de la 
proyección horizontal de un segmento girado alrededor de un eje per- 
pendicular al plano HT, no varía. Evidentemento, también es justa 
semejante conclusión respecto a la proyección frontal de un segmento 
al hacerlo girar alrededor de un eje perpendicular al plano V. 

En los triángulos iguales entro sí abo y asbyo (fig. 215) serán 
tambión iguales sus alturas trazadas, por ejemplo, desde el punto 
o a los lados ab y ayb. 

Las conclusiones deducidas permiton establecer el siguiente 
procedimiento de construcción de las nuevas proyecciones de un 
segmento que se hace girar alrededor de un eje un ángulo dado 
(fig. 246). Por el punto o trazamos una recta perpendicular a ab; 
el punto c (de intersección de la perpendicular con ab) lo giramos 
el ángulo dado. Trazando por ol punto c; (la nueva posición del 
punto c) una recta perpendicular al radio oc, obtenemos la dirección 
de la nueva posición do la proyección horizontal del segmento. Puesto 
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que los segmentos ca y cb no varían su magnitud, entonces, tra- 
zando desde el punto e, los segmentos c, ay=ce y cb,=0b, hallamos 
la nueva posición a:b, de la proyección de Lodo el segmento. La nueva 
posición de la proyección frontal ajbh; se halla de la misma manera 
que anteriormente. 

Con ayuda del procedimiento indicado se puede no solamento 
girar el segmento un ángulo dado, sino determinar el ángulo que debe 
girarse el segmento dado para que tomo la posición requerida (por 
ejemplo, disponerlo paralolamente al plano V). 














Fig. 247 


3. El giro de un plano atrededor de un eje dado se reduce al giro 
de los puntos y rectas pertenecientes a este plano. 

Un ejemplo de este caso se da en la fig. 217: el triángulo ABC 
que determina el plano se ha girado a la posición A,B,C, de acuerdo 
con el ángulo dado a: y la dirección indicada por la flecha. La cons- 
trueción es semejante a la dada en la fig. 215: allí fueron girados dos 
puntos A y B, aquí tres, los vértices Á, B y C, y, por consiguiente, 
toda la figura. Los triángulos abc y asbxc, son iguales entre sí según 
la construcción: siendo el eje perpendicular al plano 4, la proyec- 
ción horizontal no varía su magnitud. Esto corresponde a que, sí el 
ejo de giro es perpendicular al plano AH, el ángulo de inclinación del 
plano ABC respocto al plano A no varía. Evidentemente, al girar un 
plano alrededor do un eje perpendicular al plano Y, el ángulo de in- 
elinación del plano dado al plano Y no varía y las magnitudos de las 
proyccciónes fruntales se conservan. 

Al girar un plano dado por sus trazas, corrientemento se hacen 
girar una de sus trazas y la horizontal (o la frontal) del plano. Un 
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ejemplo se da en la fig. 248; el plano do posición general P se ha gira- 
do un ángulo a alrededor de un eje perpendicular al plano A. Sobre 
la traza P, so ha tomado un punto a(oa | Pa), el punto más corcano 
al eje de giro, de manera semejante a como se tomó el punto e on la 
fig. 216. Luego el punto a se ha girado un ángulo a. Por el punto ob- 
tenido a, se ha trazado una recta perpendicular a 04; ésta es la traza 
horizontal del plano en su nueva posición. 

Para hallar la traza frontal del plano después de su giro basta 
hallar, además del punto obtenido P., en el eje z, un punto más 
pertenecionte a la traza. En el plano £ ha sido tomada la horizontal 
nf, nf, que corta al eje de giro (nf pasa por la proyocción horizon- 
tal del oje do giro). Claro está, que so puede tomar una horizontal que 
no corte al ejo de giro. Puesto que también en la nueva posición 
dol plano la horizontal permanece paralela a sn traza horizontal, 
por el punto o se debe trazar una recta paralela a P, y; se obtendrá 
la nuova posición de la proyección horizontal de la horizontal. Su 
proyección frontal no varía su dirección, por lo cual es fácil hallar 
la nueva traza frontal de la horizontal, el punto »;. Ahora se puedo 

+ construir la traza frontal (Py). B 

Giro alrededor de un eje elegido. En toda una serie de casos el 

oje de giro puede ser elegido. En este caso, si el eje de giro so oligo 

de modo que pase por uno de los extremos de 

un segmento, la construcción se simplificará, 

puesto quo el punto por el que pasa el ojo será 

sfijo» y para girar el sogmento hay que cons- 

truir la nueva posición de la proyección de un 
solo punto, el del otro extremo. 

En la fig. 219 se muestra un caso cuando 
para el giro del segmento AB se ha elegido un 
eje de giro perpendicular al plano H y que pasa 
por el punto 4. Al girar el sogmento alrede- 
dor de tal ejo se puede, por ejemplo, dispo- 
nerlo paralolamente al plano Y. Precisamente 
tal posición se muestra en la fig. 219. La pro- 
yección horizontal del segmento, en su nuova 
posición, es perpendicular a la línea de refe- 
rencia aa'. Una vez hallado el punto b; y construido el segmento 
a'b;, obtenemos la nueva posición de la proyección frontal dol seg- 
mento AB. La proyección a'b; expresa la longitud del segmento AB. 
El ángulo a'b;b' es igual al ángulo formado por la recta AB con el 
plano A. 

Si nos proponemos el objotivo de hallar el ángulo de inclinación 
de una recta de posición general al plano Y, hay que trazar el ejo de 
giro perpendicularmente al plano Y y girar la recta de modo que que- 
de paralela al plano H. Proponemos al lector efectuar tal construe- 
ción, 





Fig. 219 
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Si al girar un plano, dado por sus trazas, se puede elegir el eje de 
giro, es conveniente disponorlo en el plano de proyección; en este caso 
las construcciones se simplifican. Un ejemplo se da en la fig. 220. 
Supongamos que el eje de giro debe ser porpendicular al plano H. 
Si lo tomamos en el plano V, sobro la traza P, se encontrará el punto 
«fijo» O (en su intersección con ol eje de giro). Después de girar el 
plano, su traza frontal debe pasar por este punto. Por consiguiente, 
una vez hallada la posición do la traza horizontal (P,») dospues 
del giro, hay que trazar, la traza P,, por 
los puntos P,, y 0”. En comparación con 
la fig. 218 la simplificación consiste en 
quo no se necesita la horizontal. Esta 
sería necesaria en el caso de que el punto 








Fig. 220 Fig. 224 


P,x resultara fuera de los límites del dibujo; pero en un caso análogo 
en la fig. 218 se tendrían que baber tomado dos líneas auxiliares 

En la fig. 221 el plano de posición general se ha girado a la posi: 
ción de plano proyectante horizontal; en este caso se ha determinado 
el ángulo de inclinación del plano Pal plano V. Si se toma el ejo de 
giro perpendicular al plano 4, el plano P puedo ser colocado en la 
posición de plano proyectante frontal, determinando en esto caso ol 
ángulo de inclinación do este plano al plano H. 

Comparando los planos antes y después del giro, observamos que 
el ángulo formado por las trazas P, y P, en el dibujo, en general, 
varía. 





Si nos imaginamos un cono circular con su vértice en el punto O y base en 
el plano 2 en la fig. 220, y on cl plano Y en la fig, 221, y un plano P tangento al 
cono, entonces, el giro del plano P alrededor del eje 46 giro coineidento con el 
oje del cono, representa como el «recorridos del cono por este plano tangente, 


PREGUNTAS A LOS $5 34 Y 35 


1. ¿En qué consiste el método de giro? 
2. ¿Qué significa plano de giro de un punto y cómo se dispono respccto 
del eje de giro? 
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ó. ¿Qué significa centro de giro de un punto al girar éste alrededor do 
cierto eje: 


4. ¿Qué significa radio de giro de un punto? 


Las preguntas que siguen se refieren al giro alrededor de un eje perpendicu- 
lar al plano do proyección 


$: ¿Cómo du desplazan las proyecolones de un punto? 


ina? > ¿Cuál do las proyecciones del segmento de une recta no varía su megnl- 
Ñ 





7. ¿Cómo so uf 
expresado por sus trazas? 
8, ¿En quó,caso no varía durante ol giro la inclinación de una recta: a) al 

plano H1, b) al plano Y? 

9. La misma pregunta respecto al plaao 1. 

10. ¿So puedo con ayuda del giro detormínar la longitud, del segmento 
de una recta y el ángulo de inclinación de ósta al plano Y y al plano /1 

11. ¿Se puedo con auxilio del giro de un plano detorminar ol ángulo de in- 
clinación de esto plano al plano Y y al plano 7 

12. ¿Cuál es la posición conveniente que se lo puedo dar al oje de giro al 
girar: a) el segmento de una recta, b) un plano expresado por sus trazas? 


'úa el giro de un plano: 
5? 





) no expresado por sus trazas, b) 












$ 36. EMPLEO DEL MÉTODO DE GIRO SIN 

INDICACIÓN EN EL DIBUJO DE LOS EJES 

DE GIRO PERPENDICULARES A LOS PLANOS 
DE PROYECCIÓN V O H 


Más arriba (véase el $ 35) ya vimos que si se gira el segmento do 
una recta o una figura plana alrededor de un eje perpendicular al pla- 
no de proyección, lo proyección sobre este plano no varía ni su forma 
ni su magnitud, varía solamente 
la posición de esta proyección res- 
pocto al eje de proyección. En 
cuanto a la otra proyección, la 
proyección sobre el plano para 
lelo al eje de giro, todos log 
puntos de esta proyección (excep- 
to, claro está, las proyecciones 
de los puntos siluados en el eje 
do giro) se desplazan por rectas 
paralelas al eje de proyección, y 
la proyección varía su forma y 

Fig. 222 su maguitud. Valiéndose de estas 
propiedados se puede aplicar el 

método de giro sin indicar el eje de giro y sin establecer la magnitud 
del radio de giro; basta dosplazar una de las proyecciones de la figura 
examinada (sin variar su forma y magnitud) a la posición requerida 
y luogo construir la otra proyección como fue indicado más arriba. 

Por ejemplo, proponiéndose el objetivo de girar el segmento 
AB de una recta de posición general (fig. 222) de modo que resulte 
perpendicular al plano Y, comenzamos con el giro alrededor de un 
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eje perpendicular al plano H hasta quo ocupe una posición paralela 
al plano Y, pero sin indicar este eje en el dibujo. Puesto que en el 
caso de tal giro la proyección horizontal del segmento no varía 
su magnitud, la proyección ab, se toma igual a ab y se dispone pa- 
ralolamente al eje z, lo que correspondo al paralelismo del propio 
segmento al plano V. 

Una vez hallada la correspondiente proyección frontal del seg- 
monto (a;b;) realizamos el segundo giro, ahora alrededor do un ejo 








Fig. 223 





perpendicular al plano Y, hasta la p: 'n buscada, es decir, hasta 
quo AB sea perpendicular al plano A. Este oje tampoco se indica 
en el dibujo. Colocamos la proyección azbz, igual a aí0,, perpendicu- 
larmente al eje «. La proyección horizontal del segmento se expresa 
por un punto con doble denotación, asba. 

Así pues, las operaciones ejecutadas corresponden a giros alrede- 
dor de ejes perpendiculares a los planos de proyección, pero estos 
ejes no se indican. Claro ostá, que pueden ser hallados. Por ejemplo, 
si se traza una recta por los puntos a y a, y otra por los puntos b y b, 
y a continuación se lovantan perpendiculares a los puntos medios 
de los segmentos na, y bb, el punto obtenido de intersección de estas 
perpendienlares será precisamente la proyección horizontal del ojo 
de giro perpendicular al plano A. Pero, como se ve, no hay necesidad 
de ello. 

En la fig. 223 se muestran dos etapas dol giro del AABC, situado 
en un plano de posición general, con la finalidad de obtener la forma 
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verdadora de este triángulo. En efecto, en su última posición, esle 
triángulo es paralelo al planó /í y, por tanto, la proyección a4b,c, 
ropresenta la forma verdadera del triángulo. Pero, para obtener tal 
posición, hay que girar previamente el plano de posición general en 
ol que está situado el triángulo de modo tal, que este plano resulte 
perpendicular al plano Y. Para ello hay que tomar la horizontal en 
el AABC y girarla hasta que resulto perpendicular al plano V; en- 
tonces, también el triángulo que contiene esta horizontal resultará 
ser perpendicular al plano V. Puesto que la construcción se realiza 





y 
Fig. 224 


sin indicación de los ejes de giro, disponemos la proyección abc, 
arbitrariamente, pero de tal modo que la horizontal sea perpendicu- 
lar al plano V; para ello dirigimos la proyección de la horizontal 
asl; paralelamente aunque sea a la línea de referencia a'a (ol di- 
bujo so ha cumplido sin eje de proyección). Durante este giro se su- 
pone que el oje de giro os perpendicular al plano H; por eso la pro- 
yección' horizontal del mgulo conserva su forma y magnitud 
(a,bic,=abc), varía solamente su posición, Dado que los puntos 
A, B y C durante tal giro se desplazan en planos paralelos al plano 
H, las proyecciones b;, a; y c; se encuentran en las líneas do referen= 
cia horizontales a'az, D'b; y €” 

Durante el segundo giro, que lleva al triángulo a una posición 
paralela al plano /7,.el eje de giro se supone perpendicular al plano 
V. Ahora, durante el giro la proyección frontol conserva su forma 
y magnitud, obtenidas en la segunda etapa de giro; los puntos Aj, 
B, y C, se desplazan en planos paralelos al plano V; las proyecciones 
4, D, y c, se encuentran en Jas líneas de referencia horizontales de 
los puntos a, D, y €,. 

La proyección a.b,c, expresa la forma y la magnitud verdaderas 
del triángulo ABC. 
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El empleo de este método, en primer lugar, simplifica en cierto 
grado las construccionos, y, en segundo lugar, no sucede la super- 
posición de una proyección sobre la otra, aunque el dibujo ocupa ma- 
yor superficie %. 


En las figs. 224 y 225 so da un ojemplo más dol giro sin indicación de los 
ejes do giro. 

En estos figuras so muestra cl giro consecutivo de un cubo, y cómo se lleva 
a una posición en la que la diagonal AB se sitúa perpendicularmente al plano V. 


1) 


S 


Fig. 225 


Primero, mediante el gico alredodor de un eje porpondicular al plano 27, 
el cubo se ba llovado a una posición en la que la diagonal 44 so encuentra on el 
plano de porfil (fig. 224). 

Do esta posición el cubo so ha pasado a una tercera, en la que la diagonal 
45 os perpendicular al plano Y (fig. 225). Esto se ha alcanzado girando el cubo 
alrededor de un eje perpendicular al plano WS» 








$ 37. GIRO DE UN PUNTO, UN SEGMENTO 
DE RECTA Y UN PLANO ALREDEDOR DE UN EJE 
PARALELO AL PLANO DE PROYECCIÓN, 
Y ALREDEDOR DE LA TRAZA DE UN PLANO 


Giro de una figura plana alrededor de su horizontal. Para deter- 
minar la forma y las dimensiones de una figura plana, ésta puede 
ser girada alrededor de su horizontal de modo que como resultado de 
esto giro la figura so sitúe paralelamente al plano A. 

1 El caso de giro examinado, a saber: sin indicación de los ejes do giro, so 
suele llamar «método de desplazamiento planoparalelo». 

'» La proyección del cubo sobre el plano V, obtenida en esta caso, (fig. 225), 
coincido con la representación dol cubo en la proyección isométrica tectangular 
estudiada en el curso de dibujo lineal en las escuelas secundarias. 
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Examinemos primeramente el giro de un punto (fig. 226). El 
punto 3 gira alrededor de cierto eje horizontal On”, describiendo 
un arco de circunferencia, situado en el plano 5, Este plano es por- 
pendicular al eje de giro y, por consiguiente, es un plano proyectan- 
to horizontal; por esta razón, la proyección horizontal de la circun- 
forencia descrita por el punto B deberá encontrarse en la traza Sy, 

Si el radio OB ocupa la posición paralela al plano /7, entonces, 
la proyección ob, es igual a OB, es decir, igual a la magnitud verda- 
dera del radio OB. 

Examinemos ahora la fig. 227. En esta figura se muestra el giro 
del triángulo ABC. Como eje de giro se ha tomado la horizontal AD. 
El punto 4 situado en el eje do 
giro permanecerá en su lugar. Por 
consiguiente, para representar la 
proyección horizontal del trián- 
gulo después del giro hay que 
hallar las proyecciones de los otros 





Fig. 220 Fig. 227 


dos vértices. Bajando desde el punto 5 una perpendicular a ad ha- 
llamos lo proyección horizontal del contro de giro, el punto o, y la 
proyección horizontal del radio de giro del punto B, el segmento 
ob, y luego, la proyección frontal del centro de giro, el punto o”, 
y la proyección frontal del radio de giro dol punto B, el segmento 
o'b'. Ahora es necesario determinar la magnitud verdadera del radio 
de giro del punto B. Para ello se ha aplicado el método indicado en 
el $13, es decir, la construcción de) triángulo rectángulo. Por los 
catetos ob y UB=b'1" construimos el triángulo rectángulo obÉ; 
su hipotenusa es igual al radio de giro del punto B. 

Ahora se puede hallar la posición del punto b,, y a continuación 
la del punto cy, sin determinar el radio de giro del punto C, sino ha- 
llar la posición del punto c, en la intersección do dos rectas, una de 
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las cuales es la perpendicular trazada desde el punto c a la recta ad, 
y la otra, pasa por el punto hallado b, y por el punto d (la proyec- 
ción horizontal del punto D, pertenecionte al lado BC y situado 
en el eje de giro). 

La proyección ab,c, expresa la magnitud verdadera del trián- 
gulo ABC, puesto que después del giro el plano del triángulo es 
paralelo al plano /£. La proyección frontal del triángulo se confundo 
con la proyección frontal de la horizontal, es decir, ropresenta una 
línea recta, — * 

En la fig. 227 se da la construcción para el caso cuando la hori- 
zontal ha sido trazada fuera de los límites de las proyccciones del 
triángulo. Esto pormito evitar que las pro- y 
yeccionos se confundan, poro el dibujo 
ocupa mayor superficie, 

Si so exige girar una figura plana hasta 
una posición paralela al plano Y, como eje 
de giro debo tomarse la frontal. 





tal KD, La horizontal ho sido trazada por el punto 
K quo, por consiguiente, rmaneco «fijos. quedo 
girar la recta 48 alrededor do KD, mejor dicho, 
girar, por ejemplo, solamente el puoto 4, puesto 
que ol punto D en la recta AB también es «fijos: 
Pestenceo al eje do giro, Trazando ao | kd, es decir, 
fijando la posición do la traza horizontal del plano 
proyectante horizontal al que pertenece y en el que 
gira ol punto A, obtenemos el punto o, la proyec. 
ción horizontal dol centro de giro del punto A, y el 
sogmonto oa, la proyección horizontal del radio de 
giro del punto 4. Abora ballamos la magnitud verdadera del radio do giro 
Ry; como la hipotenusa del triángulo oa, en el que cl catoto aA=a'e", Una vez 
hallado el “punto ay, la proyección horizontal del punto 4 después del gto, 
Lsazamos asb. la proyección horizontal de lo rocta AL después del giro, valién: 
donos del punto a. Do esto modo, nos han sido innecesarias las proyocciones fron- 
tales del centro do giro y del radio do giro. 





Fig. 228 


Giro de un plano alrededor de su traza hasta su abatimiento con 
el correspondiente plano de proyección ”. Sí se gira un plano alre- 
dedor de su traza hasta su abatimiento con ol plano de proyección 
en el qué está situada eslá traza, los segmentos do líneas y figuras, 


y 
to». 


9 gut 





te caso es conocido también bajo el nombro de «método de abatimion- 
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dispuestos en el plano se representan en tamaño natural. Evidonte- 
monte, esta construcción es análoga por su contenido al giro de un 
plano alrededor de su horizontal o frontal hasta su paralelismo con 
el correspondiente plano de proyección: la traza horizontal dol pla- 
no puedo considerarse como su horizontal «cero», y la traza frontal, 
como su frontal «cero». 

En la fig. 229 se muestra el abatimiento de un plano do posición 
gonoral P con el plano F, con la particularidad de que el giro se ha 
realizado alrededor de la traza P, en sontido desde el plano Y hacia 
el observador. 









Nada 


Fig. 229 


En la posición de abatimiento con el plano 2, en el plano P so 
encontrarán dos rectas que se cortan, la traza P, y la recta Py, que 
representa Ja traza P, abatida sobro el plano H. 

La traza P,, como eje de giro, no varía su posición; el punto do 
intorsección do las trazas tampoco varía su posición y, por tanto, si 
se oxigiora indicar la posición abalida de la traza P, bastaría hallar un 
punto más de esta traza (además del punto P,) en la posición abatida 
Sobre el plano 7. Hallemos la posición abatida de un punto cualquiera 
N situado en la traza P,. Este punto describirá un arco de circunferen- 
cia en el plano Q perpendicular al eje de giro; el centro de este arco 
so encuentra en el punto M, de intersección del plano Q con la traza 
P,. Doscribiendo desdo el punto Mo un arco de radio Mj N on el 
plano Q, oblonemos en la intersección de este arco con la traza Q, 
el punto Ny en el plano A. Trazando por P. y N, una recta, obtene- 
mos ?,y- Puesto que el segmento P,V no varía su magnitud durante 
el giro del plano, entonces, es evidente, que el punto NV, puede ser 
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obtenido en la intersección de Q, con el arco descrito en ol plano H 
desdo P,, con un radio igual a P.N. 

En el dibujo (fig. 230) sobre la traza P, se ha ele; 
arbitrario Y (esto punto se confunde con su proyección n”); por su 
proyección n se ha trazado la recta nM, perpendicular al eje de giro, 
es decir, a la traza P,. Sobre esta recta deberá ostar situado el punto 
N después de su abatimiento sobre el plano H, a una distancia del 
punto Mo igual al radio de giro del punto NW, o a la distancia de P,m” 
del punto Pz. La longitud del 
radio de giro se puede determi- 
nar como la hipotenusa del 
triángulo rectángulo con los 
catetos Mon y ¿N(RN = nn”). 
Trazando desde el punto Mo 
un arco de radio M¿N, o desde 
el punto P, un arco de radio 
P,n', obtenemos, sobre la recta 
nMo, la posición del punto N 
abatida sobre el plano H, es 
decir, el punto No. Trazando 
por los puntos P, y N, una 
recta, obtenemos la posición 
abatida de la traza P,, la rec- 








la Pros 

Volvamos a la fig. 229 y 
examinemos en ella el abati- 
miento del punto C sobre el 
plano H. 

En lo fig. 231, a Ja izquior- Fig. 230 
da, se muestra cómo se halla 
Ja posición abatida del punto C sobre el plano /7. Por el punto c se ha 
trazado la recta cMo perpendicular a P,. El radio de giro M¿C ha sido 
halladocomo la bipotenusa del triángulo rectángulo, uno de cuyos 
catetos es Mo e y el otro oscC=,c'1. Con radio M,¿C trazamos desdo 
el punto Mo un arco e intersecamos on la prolongación de la recta 
cMo el punto C, que es la posición del punto € en el plano HH. 

Esta construcción puede efectuarse también, así como se muestra 
en la fig. 231 a la derecha. Estableciendo la posición del punto C 
en el plano P con ayuda de la frontal] y trazando la recta cM, per- 
pendícularmente a P,, intersecamos esta recta con un arco con cen 
tro en el punto 2 y radio igual al segmento c'1”, es decir, a la magnitud 
verdadera del segmento CL en el plano P. Después del abatimiento 
esta magnitud se conserva: cel=CL. Si en el plano se da el segmonto 
de una recta, entonces, hallando la posición abatida do los oxtremos 
de oste segmento, obtenemos la magnitud verdadera del segmento. 
y" 
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Como es conocido, toda horizontal tomada en el plano P se dis- 
pone paralelamente a P,, y toda frontal, paralelamente a P,; por 
esta razón, si fuera necesario hallar la posición abatida do la hori- 
zontal o la frontal, bastaría hallar la posición abatida de la traza 
de éstas y por esta traza trazar una recta paralela a P, 0-P,, respec- 
tivamente (si el plano P está abatido sobre el H). 

Utilizaremos lo dicho para la construcción inversa. Sea dado el 
punto Co, o sea, la posición del punto C abatida sobro el plano H; 
hay que hallar la proyección del punto C, si éste debe encontrarse 
en el plano P dado por sus trazas (véase también la fig. 229). 


e 





4 ] 
Fig. 231 


Cuando el punto C, «so levanta al espacio», su proyección hori- 
zonta] (el punto c) se desplaza por la recta Con (fig. 232) perpendi- 
cular a Pa, es decir, por la traza Q, del plano de giro Q. El punto 
C deborá encontrarse en el espacio sobre la línea de intersección 
del plano P con el plano de giro (fig. 229) a una distancia MsC, 
del punto Mo. A 

Construyamos sobre el plano H el triángulo rectángulo MoniN, 
en el cual el lado nN=n'n (fig. 232) y que, por consiguiente, es 
igual al triángulo Mnn' en el espacio. 

Trazando en la hipotenusa M¿N, a partir del punto Mo, el seg- 
mento M,C, (el radio de giro), obtenemos el punto C. Trazando 
por este punto una recta perpendicular a Mn, obtenemos el punto 
e, que es la posición buscada de la proyección horizontal del punto C. 

El punto c' deberá encontrarse en la perpendicular trazada desdo 
el punto c al eje x, a una distancia c'Z igual a cC. 

Si hay que «lovantar al espacio» el segmento de una recta, en ol 
caso general, se deben levantar dos de sus puntos así como se acaba 
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de indicar, o emplear el llamado punto «fijo». Esto se muestra en la 
fig. 233, donde había que «levantar al espacio» (es decir, al plano P) 
el segmento AB dado en la posición abatida sobre el plano H 
(4.8). La construcción se ha complicado un poco por el hecho de 
que el punto de intersección de las trazas P,, y P, se considera inac- 
cesible. 

Se ha construido el plano auxiliar _Q||P, y se ba hallado la traza 
Q, en el abatimiento sobro el plano /. Dado que QI|P, Q,o deter- 
mina la dirección de las frontales tanto del plano Q como del plano 


0/2 


1d 





Fig. 282 Fig. 233 





P en la posición abatida sobre el plano //. Por esta razón, trazando 
Ban|1Q,, obtenemos en la posición abatida sobre el plano la fron- 
tal dol plano P a la que pertenece en el espacio el punto B. Constru- 
yendo las proyecciones de esta frontal hallamos sobro ollas las proyec- 
ciones b y 0'. Si prolongamos ahora la recta A4B, hasta su intersec- 
ción con la traza P, en el punto m, entonces, la proyección hori- 
zontal ab se encontrará sobro la reota que pasa por esto punto «fijo» 
m y por la proyección construida b. La proyección a'b” se obtendrá 
sobre la recta que pasa por los puntos m' y b”. 


Hemos examinado el abatimiento de un plano sobre el plano de 
proyección horizontal, efectuando el giro del plano alrededor de la 
traza horizontal. Si se exige abatir este plano sobre el plano frontal 
de proyección, se debe girar el plano alrededor de su traza frontal. 

Si se gira un plano proyectante horizontal alrededor de su traza 
frontal hasta quo coincida con el plano Y, la traza horizontal dol 
plano después del abatimiento se situará sobro el eje de proyección. 
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Lo mismo, si se gira wn plano proyectante frontal alrededor de su 
traza horizontal hasta hacerlo coincidir con el plano 17, la traza fron- 
tal de este plano se situará sobre el ejo de proyección. 


En la fig. 234 so ropresenta un plano cuyas trazos Q, y Qy forman entro 
sí un ángulo obtuso en el abatimiento sobro el plano // al ser girado ehacia ol 
observador» y al ser girado en son» 
NO tido contrario. 
y 





PREGUNTAS A LOS $5 36 Y 37 





.. ¿So puedo mostrar en el die 
bujo <l 'giro, por ejemplo, do una 
recta alrededor de un eje porpen= 
dicular al plano // o al V sin ro- 
presentar ol ajo de giro? ¿Eo qué so 
%, funda tal artificio! 

a 2. ¿Cómo so lo suelo llomar al 
giro sin representación del ejo do 
Elco? 
la, ¿ro $, ¿Cómo se sisún ol plano ¿e 

? iro de 'un punto, sl el ejo de giro 
Pig. 234 ote clio es zolamentepisealolo 
al plano // o al V, pero no es por- 
pendicular mi al plano /7 ni al V? ¿Por qué hay que determinar on este caso la 
magnitud verdadera del radio de giro? d 
4. ¿Qué sieve de Índico de haber alcanzado la posición horizontal do un 
plguo dado por su horizontal y uo puto; al see girado aleededos de esta orig" 
Lal y dóndo'so obtiono la proyscción trontal dol punto después dol giro? 
5. ¿Qué so comprondo bajo el nombro de «método de abatimiento»? 
6: ¿Qué se comprende bajo el nombre de «levantamiento al espacio»? 











$ 38. EJEMPLOS DE RESOLUCIÓN 
DE PROBLEMAS CON EL EMPLEO DEL MÉTODO 
DT CAMBIO DE LOS PLANOS DE PROYECCIÓN 
Y EL MÉTODO DE GIRO 

1. Construir las proyecciones d 
perfil situadas en un mismo plano d 
Lu resolución se da en la fig. 20/ 

los planos de proyección 
2 A al segmet h 





Punto de Intersccción de dos soctos do 
ml 

So ha empleado ol método do cambio de 
Paro ubiener la proyección A' hay que trazar el segmento 
Mado ky2 






















¡o de proyección de tal modo que la recta 
ra este es 
la fig. 209. So han introducido consecutivamento 
dos planos de proyección complementarios. El segmento 48 so ha situado per- 
pendiculurmenta al segundo pleno de proyección complementario Y. 

3. Girar una recta do posición general de tal manera que resulte perpendi- 
cular al plano //. 

La resolución se da en la fig. 222. Se han empleado dos giros. Después del 
segundo giro ol segmento AB es perpendicular al planp 4/. 

4, Determinar la longitud del segmento de una recla do posición general 
y los ángulos de inclinación de esta recta a los planos de proyección Y y 1/. 





de posi 
La resolución se 
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En la fig. 202 se expone la resolución por el método de cambio do los planos 
de proyección. So ha introducido un plano complemontario 7. | Y y paralelo al 
sogmonto dado CD. Se ha determinado lo longitud del segmento y el ángulo de 
inclinación al plano Y. 2 





vá 











sogin: 
buscada desde el punto K hasta la roctu AB. 
En la fig. 236 so muestra la resolución del 


mismo problema girando ol sistema compuesto 
por el punto K y la recta 48 alrededor de dos 
ejes: primeramente alrodedor do un eje por- 





esta proyección. eFijamos» el punto k; a ab; con auxilio de la perpendicular 
2 y construimos la proyección azh,25k, y por ésta, la proyección lg del punto 
PA Sunto con doble denblación (e y E.) que as la proyicción del segmento dE. 
La distancia buscada del punto K a la recta AB se expresa por el segmento £427 
kaba). 
(4: netarminar la distancia desde un punto hasta un plano. 
En la fig. 201 se muestra la resolución de esto problema pata el caso de un 
plano proyectante horizontal. La resolución se reducs al trazado do la perpendi- 
cular ak. 
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En la fig, 237 se expono la resolución de esto mismo problema para el coso 
de un pleno de posición general; a la izquierda el plano viene dado por un tri- 
ángulo, u la derecha, por sus trazos. Se ha empleado el método de cambio de los 
planos de proyección; so ha introducido cl plano complementario $ porpendi- 
cular al plano 4 y al plano dado quo, como resultado, se hace perpendicular 
al plano 5 (véanse las figs, 205 y 208 y las explicaciones a éstas). La distancia 
buscada so determina por la perpendicular trazada desde el punto x, a la pro- 
yocción bes (fig. 237. a la Suquierda) y a la traza Pa (fig. 237, a la derecha). 

7. Determinar la distancia entro dos plavos paralelos. 

La resolución de este problema se puede reducir a la detorminación de la 
distancia de un punto, tomado en uno do los planos, al otro plano, o introducir 











en el sistoma Y, /f un plano do proyección auxiliar perpendicular a los planos 
paralelos dados, como se ha hecho en la fig. 237 respecto a un plano. 

8. Dotermivar la distancia entre dos rectas paralelas. 

La resolución de este probloma se puedo reducir a la determinación do la 
distancia desdo vn punto, tomado en una de las rectas, hasta la olra recta (vó- 
anso las figs. 235 y 236). 

En la fig. 238 so muestra la construcción en la que un plano detorminado 
E dos rectas paralelas ha sido girado alrededor de una de sus horizontales 





(0 una de sus frontales) de manera tal, quo el plano y, por consiguiente, las rectos 
ladus so han sítuado paralelamente al plano de proyección, 

El giro so ha efectuado alrededor de la horizontal 1 M. Basta hallar la nuova 
posición de aunque sea el punto 4 (en el plano horizontal, el punto a): la recta 
ayk y la recta paralela a ésta, trazada por el punto m, representan las proyeccio- 
nes horizontales de las rectas paralelas dadas, cuando el plano, determinado por 
éstas, está situado paralelamente al plano 4. 

ón la fig. 239 se muestra la resolución del mismo problema por el método 
de cambio de los planos de proyección. Primeramente Ambas rectas so har pro. 
yectado sobre ol plano $ paralolo a éstas (el plano 5 se ha trazado por una de luz 
Tectas, por la recta 48). Luego, las rectas se han proyectado sobre el plano 7 
pervondiculer a estas rectas. Las proyecciones de estas rectas sobro el plano 7' 
Topresentan puntos. El segmento aycy (o el 6,d;) determina la distancia buscada 
entra las rectas. 

En la misma fig. 299 so muestran las proyecciones del segmento que deter. 
mina la distancia entro las rectas dadas. La proyección sobre el plano S se ha 
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trazado por el punto by (se podría haber tomado otro punto cualquiera sobro 
(0) paralolamente al ejo 5/7, puesto quo on ol sistoma 5, 7, la proyección sobre 
el plano 7 expresn la imegnitud verdadera de la distancia entro 48 y CD. Lo 
siguiente está claro del dibujo, La proyección sobre el plano 7 deberá ser mayoc 
que cada una do las ero possioss bses, be, b'e”. 

9. Determinar la distancia más coria entre dos roctas que so cruzan y 
expresar medianto las proyecciones la perpondiculor común a estas rectas. 





Fig. 239 








emos recordar que la distancia más corta entro dos rectas quo so 
cruzan es al mismo tiempo la distancia entre los planos paralelos a los que por» 
tenecen las rectas que se cruzan. 

En la fig. 240 so muestra la perpendicular común a las rectas quo so cruzan 
AR E 

Eds trazan por las rectas AB y CD dos planos paralelos entre sí P y Q y 
luego, por una de estas rectas, por ejemplo, por la 44, se traza un plano 3 per 
pendicular a P y a Q y se halla la recta según la cual se cortan los planos S y Q 
(esta recta MA es paralola a la recta 48), entonces, por el punto £ do intergoc- 
ción de las rectas CD y MA pasará la perpendicular buscada a las rectas 4 y CD. 

En la construcción mostrada en la fig. 241, una de las rectas qué se cruzan 
(la 43) se ha proyectado en un punto sobre el plano de proyección complomonta- 
rio 7, Se ha efectuado ol siguiente plan do construcción: 

a) Dol sistema V, Hf so ha pasado al sistoma S, /7, dondo S | /7 y SIlAB. 

b) Del sistema S, 47 so ha pasado al sistema S, 7, dondo T [3 y TLAB. 
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e) Una vez obtenida la proyección do la recta 48 sobre ol plano 7 en forma 
de un punto y la proyección do la segunda recta (crdy) y trazado desde el punto 
a, (6:) la perpendicular a eyd;, se ha hallado la distancia buscada cutre las rectas 
dadas que so cruzan AB y CD. 
Luego, en la fig. 241 se muestra la construcción do la proyección de la per- 

»dicular común a AB y CD. La marcha do la construcción está indicada con 
Fchos. La proyección ef, se ha tra- 
Jelamento al ejo 3/7. 
10. Construir las proyecciones 
del segmento de una recta de posi- 
ción genoral quo forma con el plano // 
wn ángulo a, y con el plano Y, un án: 
polo E 'Tal construcción ya se mostró 
en el 543 (figs. 73 y 74), pero sin 
emplear los métodos exputatos en el 
capítulo Y, Examinemos al la 
solución del probloma con auxilio del 
método de giro. 











Fig. 241 








Supongamos (fig. 242) que la recta lia de pasar por el pynto 4 bajo un ángulo 
«al plano // y ajo 'n ángulo $ ol plano Y. Es conocido (stase el $19) que para 
uno recta de posición general «+ $-<90*, 
Por el punto A so han trazado dos rectas: una paralolamente al plano Y y 
bajo un ángulo a al plano //, y la otra paralelamento al plano 4 y bajo un ángulo 
q plano Y. Sobre ambas rectas se ban llevado entos ig : a 'by=aby. 
¡iremos el segmento 4 B, alrededor de un eje perpendicular al plano 11, y el seg 
mento 4D, alrededor de un ejo perpendicular al plano Y, con la particularidad 
do que ambos ejes pasan por el punto A. (lo que permite conservar este punto 
en su posición dada). En cierto momento ambos segmentos coincidirán (en la 
fig. 242 esto se muestra en forma del segmento 48) y, por consiguiente, queda 
construida la recta buscada. Por el punto 4 se pueden trazar en total cuatro reo- 

e orirros aióal ñ 1 1 punto 4 
+ Construir un plano de posición general guo pase por el punto 4 y que 

estó altnado bajo ángulos dados"a los planos 17 y Y, 

En la pág. 105 so estableció la dependencia entro los ángulos formados por 
un plano de posición general con los planos /7 y Y y los ángulos formados por la 
perpendicular a esto plano con los mismos planos de proyección. A baso de estas 
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depondorcias, para construc un pleno bajo los ángulos 2, al plano 4 y $, al 
plano Y hace falta construic previamente una recta bajo el ángulo «=40%—0, 
al plano /7 y $=90"—$, al plano Y (véaso el problema 10), y, luego, trazar por 
el punto 4 un plano perpendicular a la recta construida, 

12. Girar un plano de posición general, dado por el triángulo ABC Lg. 240), 
alrodedor do un eje vertical dado de manera Lal, que este plano pase por el punto 
dado K. Si el plano pasa por el punto K, este último se encontrará sobre cl plano 
en una de sus horizontales. So puede enseguida indicar la horizontal quo después 
del giro del plano deborá pasar por el punto X': para ello basta trazar la proyec- 
ción frontal de la horizontal por el punto A”. Una vez construida la proyección 
horizontal do la horizontal (mn) y 4 
determinado el radio de giro (od), 1 0 
trazamos una circunferencia respecto 
a la cual, duranto el giro del plano 
alredodor del eje dado, la proyección 
horizontal do la horizontal sorá tu 
gento on cualquier posición, Si traza- 
mos ahora desde el punto k una tan- 
gonte a esto circunferencia (Xd), 
entonces, podemos considerarla como 

















Fig. 242 Fig. 243 


la proyección horizontal de la horizontal, sobre la cual deberá encontrarso ol 
punto K, cuando el plano pase por oste punto, 

Construida la proyección horizontal de la horizontal después del giro (m ny), 
construimos la proyección horizontal del triángulo: ésta varía solamento u 
posición, permaneciendo invariable su forma y magnitud (ayb ,cy=abc). Con ayuda 
do Ja propocción 415,0, hallamos la proyeción aba 

Nos limitamos a una sola solución. La segun 
traza desdo el punto 4 una segunda tangente. 

El problema que acabamos de oxaminar puede sor modificado de la manora 
siguiento: girar el plano de posición general alredodor de cierto ejo vertical de 
tal manora que el punto dado pertenezca a este plano. 

Esto problema so diferencia del anterior solameato en que el eje de giro dobe 
ser elegido por nosotros mismos. ¿Puedo ser elegido este eje arbitrariamente? 

Resulta que no toda recta perpendicular al plano /7 puede ser tomada como 
ejo de giro útil para la resolución dol problema dado. 


DEP evidiila; qué tonstruyendo la rectá tal como fe indicado enet'5 13, 
podemos trazar un plauo perpendicular a esta recta, que será ol plano buscado; 








“solución so obtendrá si so 
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De la fig. 243 se desprende que la proyección horizontal del ejo de giro debe 
estos situada do tal manera que, respecto a las proyecciones horizontales del 
unto X y de la horizontal 21 V, la circunferencia de centro o, a la cual es Langente 
le recta ¡mn, do contenga dentro de sl al punto k, puesto que desde el punto £ ee 
dobo trazar una tangente a esta circunfcrencia. 
Por tanto, la distancia del punto buscado o al punto k deberá ser no menor 
que la distancia desde este mísmo punto o a la recta mn, Si tomamos el punto 
o de tal manera que ambas distancias scan iguales (por ejemplo, en el punto 
04 0 e el os en la Mig, 244), en él so puedo disponer el ojo de giro. 

¿Dónde'se situarán en el dibujo los puntos equidistantes del punto X y de 
la recta mn? Es conocido que cstos puntos están situados sobre una línea curva, 
una parábola cuyo foco se encuentra en el punto k y como cuya directriz sir. 
ve la recta mn. Los puntos interiores a esta parábola se encuentran más 














Fig. 246 Fig. 245 


cerca del foco que de la directriz y no sirven en calidad de proyección 
horizontal del ojo de giro; los puntos quo so encuentran en lo propia parábola 
o exteriores a ésta pueden ser olegidos como tal proyección. 

13. Por un punto, perteneciente a cierto plano. trazar en este pleno una 
recta bajo un ángulo dado a al plano X 

Supongamos que el plano (designémoslo por 2) está dudo por dos rectas 
que se cortan (fig. 245, u lo izquierda) y que la recta buscada hu do trazarso por 
el punto 4 do intersección de estas recias 

Hallemos la traza horizontal del plano £. Para ello se ha trazado el ejo do 
proyocción + y se han hallado las trazas horizontales do ambas rectas que detor- 
minan al plano P. Por estas trazas pasa la traza Py, Si la recta buscada AB fuese 
paralelo al plano Y, el ángulo entro la proyección a'b' y el ejo de proyección 
sería igual al ángulo formado por esto recta con el plano 
a' (fig. 245, a la derecha) hay que trazar una recta bajo el 
do proyección. El punto %' sobre esta recta puede ser toi 
para simplificar la construcción se ha tomado sobre 
construido lo proyección, horizontal, 23 quo corresponde al segmento obtenido 
a/a” La, proyección ab debe ser, paralela al ej 
so ha colocado paralolamente al plano Y. 

La recta construida (a'»', ab) satisface una condición: ha sido trazada bajo 
el ángulo dado a al plano 7, pero no cumple la otra: no pertenece al plano dado 
Pare quo la recta AB pertenezca al plano P y al mismo tiempo se conserve el 
ángulo a invariable, Dace falte girerle alrededor de un oje perpendicular al 
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plano 4. Dado que el punto 4 50 encuentra en el plazo P. hay, quo tomar el ajo 
lo giro que puse por el punto A (fig. 246); durante este giro, el punto B se des- 

Jlazará por el plano /7, y en el momento en que 48 entra en el plano P, el punto 
Bso encontrará en la traza Pa de esto plano. Por esta razón, glrando la resta ab 
alrededor del punto o (a), «llovamos» el punto 6 sobre la traza Pz, y con auxilio 
de la nueva posición hallada de la proyección horizontal hallamos la nueva posí- 
ción de la proyección sobre el plano Y. El problema, como ce yo do la ig. 240, 
tiene dos respuestas, y su resolución es posiblo si el fngulo dado «a no es mayor 
que el ángulo do inclinación del propio plano P al plano 14. Si estos ángulos 
son Iguales entre sí so obtieno una sola rospuecta 

4. Hallar la magnitud verdadera de un ángulo plano, 

La resolución de este problema puede verso en las figs, 203 y 210, on las 
quo la construcción se ha cumplido con ayuda del método de cambio de los pla- 
mos de proyección (el triángulo ee ha proyec 
tado sobro un plano de proyección comple- 
mentario, paralelo a este triávgulo, com lo 
cual se han determinado los ángulos del 
mismo). A continuación se puedo observar 
la doterminación de la mognitud verdadera 
del ángulo plano, con ayuda del método de 
gio on las figs; 223 y 227 y on lao figa, 230 
y 234, donde al abatir el plano sobre el res: 

tivo plano de proyección se ha hallado 
la magnitud verdadera del ángulo entre las 
trazas del plano en el primer cuadranto, 

15. Dividir un ángulo plano por la wi. 
tad. La cuestión sobre la construcción de la 
bisoctriz del ángulo en el dibujo fue tratada 
en el $ 45: so examinaron los casos de repro- 
sontación del ángulo, cuando el trazado de 
la bisectriz del ángulo do la proyección co- 
rrespondía a la división del ángulo por la mi- 
tad on el espacio. Ahora se examina ol caso Fig, 246 
general, La resolución se muestra on la fig.247. Í 

El plano, determinado por los lados del ángulo dado, deba ser situado para» 
lelamento a uno do los planos do proyección; en este caso, el ángulo se represen: 
tará en su proyección sobre este plano en vordadera mognitud y podró sor divi 
dido por la mitad, En la fig. 247 el plano del ángulo se ha girado hasta ocupar 
yun posición paralelo al plano 41. Para obtener esta posición so ha trazado lo 
horizontal AC. El giro del triángulo A8C alrededor de la horizontal 4C so ro- 
duco al giro de uno de sus vértices, del punto A. El centro de giro se obtiene en 
el punto O (sus proyecciones son o”, 0); la magnitud verdadora del radio do giro 
Rp so obtiene al construir el triángulo rectángulo ob], en el que ol cateto ob 
representa la proyección borizontal del radio de giro, y el cateto 63 es igual al 
segmento D'1. 

El punto 0, so une con los puntos a y <, o sea, con las proyecciones horizom- 
tales de los puntos situados en el eje de giro y pertenecientes a los lados del án- 

lo, La nueva proyección horizontal, o évgulo abjc, igual al ángulo 
dado ABC, so divido (os la mitad y se obtiene el punto d eu a proyección hori- 
zontal de la horizontal y, luego, su correspondiente proyección d' en la recta a's'. 
Estos puntos d y d' representan las proyecciones del punto situado sobre el ojo 
de giro AC y, por consiguiente, «fijo». Las rectas 3'd' y bd son las proyecciones 
do la bisecthiz"buscada del Sogulo. 





















16. Hallar lo magnitud verdadera del ángulo entre una recta y 
un plano. 


142 — CAP. V MÉTODOS DE CAMBIO DE LOS PL. DE PROYEC. Y DE GIRO 


En las figs. 202 y 219 se muestra la determinación de la magni- 


tud del ángulo formado por una recta de posi 





¡ón general con los 


planos de proyección. 
Examinemos ahora la resolución del problema para el caso de un 
plano de posición general. 


Y 





Fig. 247 


Si hay que determinar solamente la magnitud dol ángulo entro 
la recta y el plano, entonces no es obligatorio construir las proyec- 
ciones de este ángulo Y. Efectivamente, la magnitud del ángulo for- 





Fig. 248 


mado por la recta AB con el plano P (fig. 248) 
puede ser hallada construyendo el ángulo PB y de- 
terminando su magnitud: el ángulo buscado 
a=90'—P. En esto caso so simplifica consido- 
rablemente la resolución del problema, puesto 
quo se hacen innecesarias todas las construccionos 
relacionadas con la determinación de los pun- 
tos D y ap. : 

La construcción se da en la fig. 249. Trazan- 
do desde el punto A de la recta AB una perpendi- 
cular al plano P, construimos las proyecciones 


dol ángulo complementario al ángulo buscado de la recta AB con 
el plano P hasta 90”. Trazamos la horizontal CB y girando al- 
rededor do ésta ol plano, determinado por el ángulo CAB, lo lleva- 
mos a una posición paralela al plano A. La nueva proyección ho- 


» Sobre la construcción de las proyecciones del ángulo entre una recta y un 
plano véase ol $ 31, pág. 108, 
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rizontal Zcajb= ZCAB. Ahora no hay más que construir el án- 
gulo que complementa al ca,b hasta 90% en la fig. 249 ésle es el 
ángulo a, igual al ángulo buscado entre la recta AB y el plano. 

Si el plano eslá dado no por sus trazas, sino, por ejemplo, por un 
triángulo, entonces, para trazar la perpendicular a este plano hace 
falta construir en el triáfigulo la horizontal o la frontal (véase 
el $29, 

17. erarcilsar la magnitud verdadera del ángulo enlre dos planos. 





Fig. 245 Fig. 250 


En la fig. 250 se muestra la resolución de este problema sin cons- 
truir las proyecciones del ángulo lineal que mide al ángulo diedro 
formado por los planos P y Q”. Tal resolución es sobre todo co- 
moda cuando los planos están dados por sus trazas. 

Si trazamos desde cierto punto las perpendiculares a las caras 
del ángulo diedro, el ángulo lineal buscado será igual a la diferencia 
entro.el ángulo de 180” y el ángulo formado por estas perpendicu- 
lares. En la fig. 250, para determinar el ángulo de dos planos P y Q 
se han afectuado las construcciones siguientes: 


% Sobro la construcción de las proyecciones del ángulo lineal en un ángulo 
diedro véase el $31, pág. 108, 
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a) desde cierto punto XK se han trazado las perpendiculares: 
una al plano P y otra al plano Q; 

b) valiéndonos del giro alrededor de la horizontal, el ángulo 
formado por las perpendiculares se ha colocado paralelamente al 
plano H. 

El ángulo buscado do los planos P y Q es igual al ángulo hallado 
B o (si fos un ángulo obtuso) a la diferencia entre el ángulo de 
180” y el ángulo hallado. 

En la fig. 251 se da la 
resolución de este mismo pro- 
blema con ayuda del método 
de cambio de los planos de 
proyección. Se ha doterminado 
la magnitud del ángulo diedro 
formado por las caras de los 
triángulos ABC y ABD. Como 
arista sirve el segmento AB. 
Si AB es perpendicular al pla- 
no de proyección complemen- 
tario, ambas caras se proyec- 
tan sobre este plano en for- 
ma de segmentos, el ángulo 





Fig. 251 Fig. 252 


entro los cuales es igual al ángulo lineal del ángulo diedro 
dado (fig. 252). 

La construcción en la fig. 251 se ha cfcctuado por el esquema si- 
guiente: del sistema V, H se ha pasado al sistema S, H, donde S 1 
3 Hy8llAB, y luego, al sistema S, T, en el que F1S y TLAB. 
Sobre el plano S se muestran solamente las proyecciones de los pun- 
tos A, B, C y D; las caras ABC y ABD no se han dibujado. 


La doterminación de la magnitud verdadera de los Ángulos formados por 
un plano de posición general con los planos de proyección 4 y Y con ayuda del 
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método do cambio de los planos de proyección ya se mostró on Ino figs. 205, 200 
y 207, y en la fig. 221, con ayuda del método de giro (el ángulo comel plano Ph 

48. Doterminar la forma verdadera de un triángulo. 

La resolución de este problema con ayuda del método de cambio de lbs pla» 
nos de proyección so puede hallar endas figs. 203 y 210, y omlas figs 2233 22%, 
con auxilio: del método de giro, 

19. Girar un punto A alredodor de uo eje MA un ángulo-z om sentido: de las 
gui dol reloj: si so mira desde Ma N (lg. 259). 

La: construcción se ha cumplido con ayuda del método de:cansbio: de: los pla- 
nos de proyección. Formando consecutivamente nuevos sistemas de planos de 
proyección por ¿el esquema: del sistema Y. 1 al 
sistema S, H, donde S | 41 y SIMON, y, por lin, al 
sistoma 5, 7, en el que 7 1S y 7. MN, obtone- 
mos una posición: recíprocamente paralela entre el 

lano de giro del punto A y el plano de proyección 
P.En. veláción “con esto, el giro del punto A se 
ropresenta como el giro de la proyección a, en un 
ángulo dado alrededor dol contro ny (n;) en sentido 
delas agujas dol reloj (puesto que según la condi: 
ción del probloma, para determinar el sentido de 
giro Nay que mirar desdo el punto A£ al punto W). 
Luego, oStenomos la progocción, 01, sobre la reata 
trazada por a, porpendicularmente a m,n, y, a con- 
tinuación, las proyecciones a, y %, lo qué 
onde, al'desplazamiento dol punto 4 
ción Ay. 

20: Construir las proyecciones de una 
leroncia dada por su diámetro y situ 
plano de posición general, al 

La resolución se da en la fig. 254. Para mayor 
claridad, la construcción so ha efectuado por ota- 

So ha empleado el método do giro, 
Supongamos que el plano (designémoslo 
con P) on el que ostá situada la circunferencia 
está dado por su horizontal con las proyocciones c'A” 
y ch y por su frontal cuyas proyecciones som c'f' y 
ef. La cireuntenencia tiono como.contro eb punto C, 

En la primera posición (fig, 254, a: la izquierda) 
filgmos el eje x, y hallando la traza horizontal de 
la frontal CF (el punto MM), trazamos la traza P 
paralolamente 3 lo proyección ch de la horizontal; > 
Sobre ol plano 4 hallamos la posición abatida del Fig. 253 
centro € (el punto Cy ) y contruimos en el plano 7 
una circunferencia de radio dado y con centro en este punto. 

Las proyecciones buscadas de la circunferencia son elipses. En la fig. 254 
se muestra la construcción de los ejes de estas clipsos para cada una de las pro- 
yecciones de la circunfefencia, 

Pavo: lu elipse: que representa ha proyecaión: horizontal! de lv aivanaforencion 
okejo mayor está situado sobre la proyección horizontal de la horizontal cow: 
particularidad (véaso la fig. 254, en el centro) de quo e3 —e4=al radio de la sir- 
cunferencia, y el eje menor .se ha obtenido con ayuda del diámetro 3,4, paralelo: 
se lonteaza Pa, y el diámetro Za%, perpendicular a sta misma traza? el punto 2 
se lla obtenido con auxilio de la rocta Zpk,, y el punto 7 en la misma proyooción. 
puede ser construido a base de que c2=«l. 

Ti Ja fig, 254, a la derecha, se muestra que para la proyección frontal, ol 
ejo mayao: 7'8' se encuentra en la proyección frontal do la: frontal; a partir del 
puna: o” se: inn trazado los segmentos c'7” y c'8' igualos al radio de la cireunfe- 


OS y 
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rencia, El ejo 7:8' corresponde al diámetro, 7580 de la circunferencia, situado 
sobre la frontal AF abatida sobre el plano /f. 

El ojo menor 5'6' en la proyección frontal so ha trazado perpondicularmento 

a, 7.8”. El punto $ so ha construido con auxilio del punto 5, del diámetro Sao 

dle la Circunterencia, trazado perpendicularmonte al diámetro 7489 y prolougado 

f 


hasta su ¡otersección con la traza P, en el punto k3; en la rocta auxiliar cf, sobro 


la proyección horizontal hallamos la proyección 5 y con su ayuda construimos 
el punto 5'. Trazando el segmento c'6' igual al segmento c'5” obtenemos la pro- 
yocción dol eje menor 5'6”. 











Fig. 254 


Una vez construidos ambos ejes de las elipses se puedo pasar a la construc- 
ción do las propias ell; pes Pentca. Emos puntos pueden ser obtenidos así 
e. 
f 





como se muestra en la fi (en el centro) para el punto A; la construcción do 
los proyecciones a y a es análoga a la construcción indicada más arriba de los 
puntos 5 y 5”. 





24. Construir la proyección frontal de un ángulo cuya magnitud 
verdadera es igual a su proyección horizontal. 

En ol $15 se estableció que las proyecciones do un ángulo agu- 
do (u obtuso) situado en un plano de posición general, pueden ser 
iguales al ángulo proyectado. 

Supongamos,/(fig. 255) que el ángulo akb es la proyección hori- 
zontal del ángulo a. Trazando la recta ab, la troza horizontal del 
plano en el que está situado el ángulo que se examina, giramos al- 
rededor de esta recta el punto K hasta abatirlo sobre el plano 4. 
Si so traza una circunferencia por los puntos a, b y k, entonces, cual: 
quier ángulo inscrito en esta circunferencia y que abarca el arco 
ach, os igual a a, incluyendo el ángulo aX ;b, Evidentemente, el pun- 
to Ko es ol punto K abatido sobre el plano HH, o sea, el vértico del 
ángulo AKB. El punto K+ se obtiene en la intersección del arco tra- 
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zado por los puntos a, b y k con la traza S, del plano de giro del 
punto K. El segmento oK, es el radio de giro del punto K. Trazando 
la perpendicular desde el punto % a ok e intersocando esta porpendi- 
cular con el arco de radio oK, obtenemos el punto X y el segmonto 








Kkk£ que representa la distancia del punto X al plano 1, es decir, 
la distancia de la proyección k' al eje z. El ángulo a'/'b” representa 
la proyección frontal buscada del ángulo AXB, igual a su proyoc- 
ción horizontal akb. 





En el presente parágrafo y en otros anteriores se examinaron 
problemas en los que había que determinar los elementos comunes 
de distintas figuras geométricas (por ojemplo, la construcción del 
punto de intersección de una recta con un plano o el primer problema 
del presente parágrafo). 

A tales problemas se les suele llamar «de posición». A estos pro- 
blemas so contraponen los problemas llamados métricos, en los cua- 
les se determinan las longitudes de los segmentos, los ángulos, las 
áreas, eto. 


PREGUNTAS AL $ 38 


y, ¿En cuál sucesión hoy, que tomar los ejes de giro p 
recta de posición general, giróndo! 
al plano 11? al plano V? 

2. ¿Cómo determinar la magnitud y 
de posición general y sus ángul 

3. ¿Cómo determín 








a disponer una 
la alrededor do estos ejes, perpondicularmento 





ladera de un segmento do una recta 
con los planos H y V? 
istancia de un punto a una recta de posición 








goncral? 
4. ¿Cómo determinar la distancia do un punto a un plano de posición ge- 
nerel? a 'un plano de perfil? 
5. ¿Cómo determinar la distancia entre dos planos paralelos? entre dos 
rectas paralelas? entre dos rectas que se cruzan? 


109 
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6. ¿So puede con ayuda del método de giro construir las proyecciones del 
segmento de una recta de posición general según los ángulos de inclinación de 
esta recta a los planos 47 y V? Si esto es posible, ¿cómo hacerlo? 
7. ¿Qué representa la parábola construida en la fig. 244? 
8. ¿Cómo hallar la magnitud yordadera de un ángulo plano? 
9: ¿Cómo constraj on el dibujo la Bisectriz de un ángulo? 
ran d9. ¿Cómo hollar la magnitud verdadoce del ángulo do una recta con un 
lan! 
PI0e/. ¿Cómo hallar la magoitud verdadera del ángulo formado por dos planos? 


12, “¿Cómo construir las proyecciones de una circunferencia situada en un 
plano de posición general? 





vi 
CAPÍTULO 





REPRESENTACIÓN 
DE POLIEDROS 


$ 39. CONSTRUCCIÓN DE LAS PROYECCIONES 
DE LOS POLIEDROS 


La construcción de las proyecciones de los poliedros sobre cierto 
plano se reduce a la construcción de las proyecciones de puntos, Por 
ejemplo, al proyectar la pirámide SABC sobre el plano V (fig. 256, 

. a la izquierda), construimos las proyecciones de los vértices S, A, 
B y C y, como resultado, las proyecciones de la base ABC, de las 
caras SAB, SBC y SAC, y de las aristas SA, SB y otras. 





Fig. 256 


De manera análoga, al proyectar un ángulo triédrico Y” con 
vértice S (fig. 256, a la derecha), además del vértice S, tomamos en 
cada arista del ángulo un punto (X, M, N) y los proyectamos sobre 
el plano V; como resultado obtenemos las proyecciones de las aris- 
tas y las caras (los ángulos planos) del ángulo triédrico y, en 
total, del propio ángulo. 

» En el caso dado convexo, es decir, tal, que todo está situado a un mismo 
lado del plano de cada una de sus caras, prolongado ilimitadamente. 
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En la fig. 257 está representado un cuerpo poliédrico ACBBD... 
(es decir, una parte del espacio delimitada por todos lados por fi- 
guras planas, por polígonos) y su proyección sobre el plano MH, la 

ra acf,ed,def. Todo punto situado dentro del contorno de esta 
figura (es decir, do la línea que la dolimita) es la proyección de dos 
puntos, por lo monos, de la supe: de este cuerpo. Por ejemplo, 
el punto con doble denotación m y n sirve de proyección de los pun- 
tos M y N situados on una recta proyectanto común para ellos. 











Fig. 257 


El punto situado en el contorno de la proyección, es la proyoc- 
ción de un punto (por ejemplo, a es la proyección del punto 4), 
o de unos cuantos y, a veces, de todo un conjunto de puntos (por 
ejemplo, b es la proyección no sólo del punto B, sino que también 
de todo un conjunto de puntos de la cara ABC, situados sobre la rec- 
ta proyectante Bb). 

Las rectas proyectantes que pasan por todos los puntos del con- 
torno de la proyección, forman en conjunto una superficie proyec- 
tante, dentro de la cual, en contacto con ésta, se encuentra el cuerpo 
dado. Para el cuerpo representado en Ja fig. 257, la superficie pro- 
yectanto consta de los planos Sy, S,, Sa, etc. La línea de contacto 
de la superficie proyectante con el cuerpo se llama contorno del cuer- 
po respecto al plano de proyección elegido. En la fig. 257 como tal 
contorno sirve la línea quebrada ACF ED, DEFA Y 










Podríamos considerar que, en el caso dado, también todos los puntos 

do los segmentos AB, BC, DB. B,D,, EP y E,F, e incluso as de los tri- 

ángulos ABC y DB,D, y las partes del trapccio AER pertenecen al contorno 
3 


del cuerpo, puesto que los planos proyectantes S,. Sa y S, pasan respectivamente 
por estas figuras, 
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En la proyección paralela, la superficio proyectante, como fue 
indicado en el $ 1, es una superficie cilíndrica. Si el contorno de un 
cuerpo respecto al plano de proyección contieno segmentos rectilí- 
neos, entonces la superficie proyectante para cada uno de estos secto- 
res so transforma en plana. 

La recta bb, trazada en la proyección es la proyección de la arista 
BB, visible con respecto del plano 7. Todas las aristas visibles del 
cuerpo deben ser trazadas obligatoriamente en la proyección de este 
cuerpo. 

La proyección del segmento FF, se obtiene dentro del contorno 
do la proyección; se muestra con líneas de trazos, puesto que, según 
las condiciones de visibilidad, los puntos del segmento FF, al ser 
proyectados sobre el plano A están ocultos. 

La construcción de la proyección de la superficie de una cara 
también se reduce a la construcción de las proyecciones de ciertos 
puntos y rectas do esta superficie. La proyección de una suporficio 
que limita un cuerpo cualquiera, tiene el mismo contorno que la 
proyección de esto cuerpo. En el caso de representación de una su- 
perficie que se extiende ilimitadamente se separa con líneas cierta 
parte de esta, con lo cual se establece el contorno aparente con 
respecto del plano de proyección. 
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Supongamos que conocemos la forma y la posición do una figura 
obtenida intersecando todas las caras laterales de un prisma con un 
plano, y la dirección de las aristas del prisma (fig. 258). De este 
modo so define una suporficio prismática. Cortando una superficie 
prismática con dos planos paralelos entre sí obtenemos las bases del 
prisma (fig. 258). Pueden ser dadas una de las bases dol prisma y su 
altura o la longitud de la arista lateral, con lo cual queda determinado 
el prisma 

Al elegir la posición del prisma para su representación, es conve» 
niente disponer sus bases paralelamente al plano de proyección. 

¿Cuáles índices permiten establecer que en el dibujo dado está 
representado precisamente un prisma (o, en un caso particular, un 
paralelepípedo)? La presencia en el dibujo de solamente segmentos 
rectilíneos , con la particularidad de que éstos sirven de proyec- 
ciones de las aristas o de las caras, la presencia de paralelogramos 
o rectángulos como proyecciones de las caras laterales, y de cual- 
quier polígono como proyección de la base. 

Algunos ejemplos se dan en las figs. 258—260; aquí en el sistema 
V, H están representados un prisma triangular recto, un prisma cua- 
drangular oblicuo y un cubo (que es precisamente un cubo lo atesti- 








ón común para todos los poliedros. 
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guan la igualdad de las aristas y el hecho do que todas las caras son 
rectangulares). Pero para el cuerpo representado en la fig. 261, a pe- 
sar de que existen algunos de los Índices indicados más erniba, 





Fig. 258 Fig. 259 


sería erróneo afirmar que es obligatoriamente un prisma o un para- 
lelepípedo. En la fig. 261, a la derecha, so muestran todas las varian- 
tes posibles de solución de este problema. Evidentemente, en este 
caso, para queste problema estuvieso claro deberíamos disponer de la 
proyocción de perfil o de la denotación do los vértices. 
En la fig. 262 está representado un prisma 
«cuadrangular irregular (sus bases son trapecios). En 
el dibujo superior de la fig. 263 se muestra la cons- 
trucción de la proyección de perfil de este prisma 
empleando una recta auxiliar. En la misma figura 
(el dibujo inferior) se muestra la representación del 
prisma en los planos de coordenadas coincidentes 
«con sus caras. En este caso, la tercera proyección se 
ha construido por las coordenadas de los vértices. 
Para fijar la superficie de una pirámide haco 
Fig. 260 falta conocer la figuro obtenida como resultado del 
«orte de todas las caras laterales de la pirámide 
por un plano y el punto de su intersección. 
Habitualmento la pirámide se expresa on el dibujo «on las pro- 
yecciones de su base y su vértice, y la pirámide truncada, con las 
proyecciones de ambas bases. 
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Al elegir la posición de la pirámide para su representación, es 
conveniento disponer su base paralelamente al plano de proyección. 
En la fig. 264 viene representada en el sistema V, H una pirámido 
triangular irregular cuya base es paralela al plano 4". El dibujo 


> POLO 


Fig. 261 


da una representación elara de la forma de la base y de las caras la- 
torales. Para la pirámido, en general, son suficientes dos proyeecio- 
pes con la condición de que en una de ellas se muestra la forma de la 


yo 





y 
Fig. 262 Fig. 263 


base, Pero, para el cuerpo representado en la fig. 265, a pesar do 
muchos índices que nos recuerdan una pirámide, sería erróneo afirmar 
que es obligatoriamente una pirámide. Aquí, en cl sistema V, H, 


» A la pirámido triangular se la Jlama tembión tetraodro (do la palabra 
griega tetra, que significa cuatro, y hedra, lado). La palabra «tetraedro» se em- 
plea, como denominación general de las pirámides Ariangulares. Pero, se Mamo 
también tetraedro a un cuadrilátero regular, 
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no está clara la línea situada en el plano de porfil. Esta línea puedo 
sor curva, y, por consiguiente, las caras en las que esta línea figura, 
no serán figuras planas (fig. 265, a la derecha). Evidentemente, 
el problema de si es el cuerpo dado una pirámide o no, podría resol- 
verso con ayuda de la proyección de perfil. 

En la fig. 266 so muestra cómo, por ejemplo, pueden ser tomados 
los ejes de coordenadas para la pirámide dada. El ejo z so ha dirigido 
según la altura de la pirámide, el plano de coordenadas 20y se ha hecho 
coincidir con la base de la pirámide. Para los ejes de coordenadas 
se han dado sus proyecciones. Con tal disposición de los ejes, el 
vértico S queda determinado con una sola coordenada, con la Z- 
coordenada. 








Fig. 264 Fig. 265 


Si hay que construir en ambas proyecciones del poliedro un 
puuto perteneciente a una de sus caras, se debe «enlazar» este punto 
con la cara correspondiente mediante una recta cualquiera. 

En la fig. 259 el punto X ha sido construido sobre la cara ABDC 
con auxilio de la recta KM. Supongamos, por ejemplo, que por la 
proyección frontal dada %' del punto K se exige hallar su proyeo- 
ción horizontal, con la particularidad de que el punto X debe estar 
situado en la cara ABCD. En este caso, primeramente se construyo 
la proyección frontal del segmento de la recta auxiliar (4'm") y 
luego la proyección horizontal de este segmento y sobre ésta se de- 
termina la proyección horizontal del punto X. Dado que el segmon- 
to k'm'lla'b”, entonces, también km]lab. 

En la fig. 264 se muestra la construcción del punto XK sobre 
la cara SAC con ayuda de una recta trazada por el vértice de la pirá- 
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Fig. 266 





Fig. 267 


mide. Si vione dada la proyección horizontal k del punto K y hay 
que hallar la proyección 4”, entonces, se debo construir primeramento 
el segmento sm. Luego hallar ol punto m' con auxilio del punto m, 
oblener el segmento s'm' y sobre éste, la proyección buscada k'. 

En la fig. 267 seda una pirámide truncada pentagonal y se muos- 
tra la construeción del punto K sobre la cara ABDC con ayuda 
de la proyección dada k y el segmento de la recta DM. 
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b Fig. 268 


La elección de la recta auxiliar para la construcción de un punto 
sobro una cara es, en general, arbitraria; hay que hacer todo lo po- 
sible para que las construcciones sean lo más simples posible. 

En la fig. 208 viene represen» 
tado un cuerpo en forma de pirá- 
mide triabgular regular con un 
orificio prismático en él. 
construcción se ha efectuado con 
ayuda do la proyección frontal 
del plano dado. En el dibujo se 
muestra la construcción de los 
puntos 1 y 53 (sobre la proyec- 
ción horizontal) con auxilio de 
rectas trazadas por el vértico $. 
Los puntos 3, 4 y 6 (sobre la pro- 
yección horizontal) se han hallado 
con auxilio de rectas que pasan 
por las caras SAB y SAC para- 
lelamente al plano 4; las proyec- 
ciones horizontales de estas rectas 
pasan por el punto m paralelamen- 
Fig. 269 tea ab y a ac, El punto 2 puede ser 





q 
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hallado, en este caso, o bien análogamente al punto 3, o bien con 
ayuda de las proyecciones sobre el plano W. 

En la fig. 269 se expone un ejemplo de un potiedro llamado pris- 
matoide. En tal poliedro, las bases paralelas representan polígonos 
con un número azbitrario de lados, y sus caras, triángulos o trapecios 
(en la fig. 269, por ejemplo, el triángulo ADE y el trapecio BHGC). 


$ 41. SISTEMA DE DISPOSICIÓN 
DE LAS REPRESENTACIONES EN LOS DIBUJOS 
TÉCNICOS 


Como base de la construcción de los dibujos técnicos se ha tomado 
la proyección rectangular; ésta garantiza la ropre- 
sentación en el dibujo de la forma y las dimensiones de los objelos 
proyectados sin desfiguración. 





Fig. 270 


Las proyecciones dispuestas normalmente, en su conjunto, garan- 
tizaw: la representación de la forma del objeto y su disposición en 
ol espacio. Cada proyección representa una imagen (fig. 270) co- 
rrespondiente a una dirección determinada de la vista. 

En los dibujos técnicos se emplean distintas, por su contenido, 
representaciones. Estas se dividen en vistas, cortes y secciones. Aquí 
examinaremos solamente las vistas. 

La vista se define como la representación de la parte de la super- 
fiete del objeto vista por el observador. Por consiguiente, en la vista. 
se refleja no todo: eli objeto: dado, no todas sus caras, aristas, ete... 
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entre la proyección y la vista desaparece. Por ejemplo, en las figs. 
268 y 269 cada vista coincido con la proyección. 





Fig. 274 


En el $5 (pág. 20) se dijo que en la práctica de ejecución delos 
dibujos do las máquinas y sus elementos se recurre a otros planos de 
proyección, adomás de los planos V, A y W. En la fig. 271 se muestran 
seis caras de un cubo, aceptadas como planos fundamentales de pro- 
yecclón y abatidas sobre el plano del dibujo como se desprende de la 
fig. 270. En el espacio S|¡W, T||H y BIIV. Con relación a cada uno de 
los planos B, 7 y S, el observador debe ocupar la misma posición 
que ocupa respecto de los planos V, H y W, es decir, una posición 
tal, que el objeto so encuentre entre el observador y el plano de pro- 
yección correspondiente. 

Como resultado se obtieno la disposición de las vistas principales 
indicada en la fig. 271. Estas vistas se llaman: vista anterior (sobre 
el plano V), vista superior (sobre ol H), vista por la izquierda (sobro 
el W), vista por la derecha (sobre el S), vista inferior (sobre el 7) 
y vista posterior (sobre el plano B). A la vista anterior se la llama 
también vista principal, puesto que la representación sobre el plano 
frontal de proyección se considera en los dibujos como principal. 
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La disposición recíproca de las vistas obtenida corresponde al 
sistema Mamado sistema del primer ángulo espacial (primer diedro) 
o europeo. Este sistema se usa en Ja Unión Soviética al ejecutar 
dibujos en la construcción de maquinaria y en la construcción de 
aparatos de precisión, y en casi todos los países de Europa. 
Además de este sistoma existe el sistema del tercer ángulo espa- 
cial (tercer diedro), conocido también bajo el nombro de sistema 
norteamericano (se usa en E.E.U.U., Inglaterra, Países Bajos, 
Canadá y algunos otros países). En este sistema el plano de proyec- 
ción se supone dispuesto entre el observador y el objeto. En la fig. 








Fig. 272 


272 (a la izquierda) el prisma está dispuesto tras el plano frontal 
y bajo el horizontal; se muestra también el plano do porfil de pro- 
yección (os decir, el prisma está situado en el séptimo octante). Con 
flochas se indica la dirección de la vista del observador; éste mira al 
objeto como si fuera a través de planos «de vidrio». La disposición 
de las vistas oblenida (en el caso dado, de la vista anterior, 
de la vistasuporior ydelavista por laizquior- 
d a) so muestra en la fig. 272, a la derecha: en la base del dibujo 
se encuentra la vista anterior (vista principal), así como 
en la fig. 271, pero la vista superior se encuentra por encima 
de la vista principal yla vista por la izquierda, 
no a la derecha (véase la fig. 268), sino que a la izquierda de la vista 
principal. 

Ahora bien, al ejecutal los dibujos técnicos se emplean dos sis- 
temas, que desde el punto de vista de la Geometría Descriptiva pue- 
den ser relacionados con la disposición del objeto o bien en el primer 
cuadranto del espacio, o bien en el tercero. En la URSS, como ya 
se dijo más arriba, se ha aceptado el primer sistema, el sislema del 
primer ángulo espacial. 
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$ 42. INTERSECCIÓN DE LOS PRISMAS 
Y LAS PIRÁMIDES POR UN PLANO Y UNA RECTA 


Para construir la figura que se obtiene al intersecar un prisma 
y una pirámidecon un plano, hay que hallar los puntos en los cuales 
las aristas del prisma o de la pirámide cortan al plano dado, o hallar 
los segmentos de las rectas según las cuales el plano dado corta las 


caras del prisma o de la pirá 








le. En el primer caso, la construc- 


« ción se reduco al problema de intersección de una recta con un plano, 





Fig. 273 


en el segundo caso, al problema 
de intersección de dos planos 
entre sí. 

En los casos cuando el plano 
secante no es paralelo a ninguno 
do los planos de proyección, la 
figura del corte no se proyecta 
en verdadera magnitud. Por esta 
razón, si hay que determinar lv 
forma verdadera de la figura do 
la sección ", entonces, es nece- 
sario omplear uno de los proce- 
dimientos que permiten hallar 
la longitud do un segmento, la 
magnitud de un ángulo, ete. (véa- 
se el cap. V). . 

En la fig. 273 se muestra la 
intersección de un prisma Cua- 
drangular recto por un plano dado 
por las rectas que se cortan EF 
y EG. Designemos este plano 
con la letra P. 

En la intersección se obtiene 
un cuadrilátero cuyos vértices ro- 





presentan los puntos de intersección do las aristas del prisma con el 
plano P. Dado que en este caso el prisma es recto y su base es para- 
lola al plano HT, la proyección horizontal de la figura do la sección 
se determina enseguida, sin construcciones cualesquiera: ella so 
superpone a la proyección abcd. Evidentemente, se pueden hallar 
los puntos: A y 2 en los.que el plano £*corta las aristas del prismas que 
pasan por los puntos A y D, con ayuda de un solo plano $ en el que 
se oncuentra la cara del prisma SxP=1—2, de donde obtenemos los 
puntos k' y 1. Trazando el plano 7, obtenemos TX P=3—4 y los 


puntos m y n. 


*: Emplearemos la expresión «forma verdadera de la sección» en el caso 
cuando: ll: figura: so da sin desfíguración, 
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Así pues, el procedimiento de construcción indicado en la fig 
273 se reduce al empleo de los planos auxiliares S y T, que pasan por 
las caras correspondientes del prisma, y a la construcción de los seg- 
mentos KZ y MN según los cuales el plano P corta a estas caras. 

En la proyección frontal, la línea de intersección consta de las 
partes vista y oculta; la parle vista de la línea de intersección está 
situada en las caras vistas por el observador. 





Fig. 274 


En la fig. 273, la parte inferior del prisma que so encuentra por 
debajo del plano P, se representa como oculta. La línea de interscc- 
ción está solamente dibujada on las caras del prisma. 

Si el plano secante es perpendicular a no de los planos de pro- 
yección (fig. 274, a la izquierda), entonces las proyecciones de la 
figura sección se obtienen sin ninguna clase de construcciones com- 
plementarias: la proyección frontal A'p'm'n' se sitúa sobre la traza 
Q., la proyección horizontal kpnm coincide con la proyección dol 
prisma. 

En la fig. 274, a la derecha, se muestra la intersección de un pris- 
ma por un plano Q dado por las rectas que se cortan 4B y BM, 
de las cuales BM, es paralela a las aristas del prisma. Por consiguien- 
te, en este caso, el plano secante es de posición general, paralelo a las 
aristas del prisma. Este plano corta al prisma según el paralelogra- 
mo 1—2—3—4, cuyos lados 1—2 y 3—4 son paralelos a las 


1891 
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aristas del prisma. Para construir estos lados hay que construir 
la traza del plano Q sobre el plano de la base del prisma y cortar 
con ella dicha base según la recta 1—4. 

En la fig 275 se muestra la intersección de una pirámide por un 
plano de posición general P expresado por sus trazas. El problema 
se reduce a hallar los puntos de intersección de las aristas SA, SB 
y SC con el plano P, o sea, al problema de intersección de una recta 
con un plano (véase el $25). Examinemos la determinación del 





Fig. 275 


punto L en el que la arista SB corta al plano P. Efectuamos las si 
guientes operaciones: 1) por la arista SB trazamos un plano auxiliar, 
en el caso dado, el plano proyectante horizontal Q; 2) hallamos 
la recta de intersección 2—2 de los planos P y Q; 3) hallamos el 
punto L en la intersección de las rectas SB y 1—2. 

Luego, puesto que en este caso la arista SA es paralela al plano 
V, trazamos por ella el plano frontal auxiliar R. Este último corta 
al plano P según su frontal con el punto inicial 3; en la intersección 
de esta frontal con la arista SA obtenemos el punto K. 

Ahora prestemos atención en otra particularidad del ejemplo 
dado: la proyección ac es paralela a la traza P,. Este es el caso cuan- 
do las trazas horizontales de dos planos son paralelas entre sí (P,/| 
ljac, pero ac es una parte de la traza horizontal del plano de la cara 
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SAC) y la línea de intersección de tales planos es su horizontal 
común. Por esta razón, podemos trazar por el punto hallado X una 
recta paralela a la arista AC (o a P,), y así hallar el punto MM. 

Si no existieran estas particularidades se debería proceder aná- 
logamente a la construcción del punto Z. 

El dibujo de la fig. 275 se ha ejecutado de acuerdo con la condi- 
ción de que el plano P es transparente y que lo principal es dibujar 
en las caras las líneas de división de la pirámide en dos parles. 








Fig. 276 


Supongamos (fig. 276) que una pirámido so ha cortado con un 
plano P dado por las rectas que se cortan AB y SB, con la parlicula- 
ridad de que la SB pasa por el vértice de la pirámide, Por consiguion: 
to, el plano P corta a la pirámido según un triángulo, uno de cuyos 
vértices se encuentra en el punto S. Para hallar los otros dos vér- 
tices del triángulo (los puntos 2 y 2) es necesario construir la traza 
del plano P sobre el plano de la base de la pirámido. Lo demás está 
claro del dibujo. 

Al intersecar la superficie de un prisma o de una pirámide con 
una recta se obtienen dos puntos. Estos puntos suelen llamarse pun- 
to de entrada y punto de salida. Para hallar estos puntos hay que tra- 
zar por la recta dada un plano auxiliar y hallar la línea de su intec- 
sección con las caras; estas líneas en las caras resultan situadas en 
un mismo plano con la recta dada y en su intersección dan los puntos 
en los que la recta dada corta a la superficie. 

1 
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Pueden darse los casos cuando no hay necesidad de tales cons- 
trucciones. Un ejemplo se da en la fig. 277: la posición de las pro- 
yecciones k y m es evidente, puesto que las caras laterales del prisma 
son perpendiculares al sa H. Con auxilio de los puntos k y m se 
han hallado los puntos k* 

En la fig. 278 se muestra a la construcción de los puntos de inter- 
sección de una recta con la superficie de una pirámide. Por la recta 
AB se ha trazado el plano proyectante frontal auxiliar Q. La pro- 
yección frontal de la figura sección producida por este plano en la 
pirámide se confunde con la proyección frontal del plano; la pro: 
yección horizontal de la sección se ha hallado con ayuda de la cons- 
trucción. Los puntos de intersección de la proyección horizontal de 














Fig. 277 Fig. 278 


la recta AB con la proyección horizontal de la figura sección repre- 
sentan las proyecciones horizontales de los puntos buscados; con 
ayuda de las proyecciones horizontales hallados (los puntos k y m) 
se han construido las proyecciones frontales (k” y m') de los puntos 
de intersección. 





Uno puedo darse una idea de la construcción de los puntos de in- 
torsección de una recta con la superficio de un prisma de la manera 
siguiente. Supongamos que en vez de la proyección rectangular emple- 
amos la oblicuángula”. Proyectemos el prisma y la recta 
AB (fig. 279) sobre el plano H en dirección paralela a las aristas del 





1 Véase la pág. lá, 
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prisma dado. El prisma tendrá como proyección el triángulo cadat 
que coincide con la proyección horizontal de la base inferior del 
prisma, y la recta AB se proyectará en forma de la recta amb, que 
cortará a los lados del triángulo codyeo en los puntos 2 y 3. Mediante 
la proyección inversa obtendremos 
las proyecciones k, y kz, y con au- 
xilio de éstas, las k; y li. 


Así pues, hemos examinado la in- 
tersección de un prisma y una pirámi 
de por un plano y una recta. Las 
construcciones se reducen a la resolu- 
ción de problemas de la intersección 
de planos entre si y de una recta 
con un plano, expuestos en los 
$$24—26. Estos problemas tienen 
gran importancia y se encuentran en 
distintos casos. Estos sirven de base 
para la construcción de las línoas do 
intersección de superficies poliédricas, 
examinada en el siguiente parágrafo. 





PREGUNTAS A LOS 55 39-42 


4: ¿A qué se lo llama contorao del euerpo respecto al plano de proyección? 
2. ¿Con qué se representa una superficio prismática 
3. ¿Cuáles índices pormiton establecer que on el dibujo dado está repre- 
sentado un prisma (o un paralelepípedo)? 
4. ¿Con qué se exprosa la suporficio do una pirtmido? 
5. ¿Qué se comprendo bajo ol nombre de «totracdro»? 
6. ¿Con cuál condición son suficientes dos proyccciones para la reprosen+ 
tación do una pirámido? 
7. ¿A qué so lo llama prismatoide? 
8. ¿A qué so lo llama vista on los dibujos técnicos? 
9. ¿En qué consiste la diferencia entro vista y proyección y con cuál condi 
ción esta diferencia desaparece? 
10. ¿Cuáles sistemas de disposición do las representaciones so emplean en 
los dibujos técnicos? 
11. ¿Cómo se construye la figura obtenida al intersecar un prisma o una pirá- 
mido con un plano? 
12. ¿Cómo se construyen los puntos de intersección de un prisma o una pirá- 
mide con una recta (los puntos do entrada y salida)? 
13. ¿So puede establecer la comunidad do los métodos de tal construcción 
y de la construcción de lus puntos de intersección de un plano con una recta? 
14. ¿Cómo se interseca un prisma por un plano paralelo a las aristas latora- 
les del prisma? 
15. ¿Cómo se corta una pirámide con un plano quo pasa por el vértico de 
la pirámide? 
16. ¿Cómo se puede emplear Ja proyección oblicuángula para hallar los 
puntos de intersección de un prisma por una recta? 
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$ 43. INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE 
POLIEDRICA POR OTRA 


La construcción de las líneas de intersección de las superficies 
poliédricas se puede efectuar por dos procedimientos, combinándo- 
los o eligiendo el que, según los datos del problema, ofrece construc 
ciones más simples. Estos procedimientos son los siguientes: 

1) Se determinan los puntos en los que las aristas de una de las 
superficies cortan a las caras de la otra y las aristas de la segunda 
cortan a las caras de la primera”. Por los puntos hallados, en 
una sucesión determinada, se traza una línea quebrada que rep- 
resenta la línea de intersección de las superficies dadas.: En este caso, 
se pueden unir con rectas solamente las proyecciones de aquellos 
puntos, obtenidos como resultado de la construcción, que pertenecen 
a una misma cara. 

2) Se determinan los segmentos de las rectas según las cuales 
las caras de una superficie cortan a las caras de la otra”; estos 
segmentos son los eslabones do la quebrada obtenida al intersecarse 
dos superficies poliédricas. 

Si la proyección de la arista de una superficie no corta por lo me- 
nos a una de las proyecciones de la cara de la otra, esta arista no corta 
a esta cara. No obstante, la intersección do las proyecciones de la 
arista y la cara no significa todavía que dadas arista y cara se cor- 
tan en el espacio. 

En algunos de los ejemplos expuestos a continuación se han em- 
ploado los esquemas generales de construcción de los puntos do 
intersección, expuestos más arriba, y en otros se han utilizado las 
particularidades singulares para sim Jar las construcciones. 

El ejemplo expuesto en la fig. 268 se puede examinar como un 
caso de intersección de una pirámide con un prisma. Los puntos 2 
y 2 se obtienon al intersecar las caras superior e inferior del prisma 
con la arista de la pirámide, y las rectas que pasan por los puntos 
5 y 6 se obtienen como resultado de la intersección de las mismas 








caras del prisma con la cara SAC de la pirámide. 







el plano 
aristas di 


» Problema do intersección do una recta con un plano, 
2 Problema do intersección de dos planos. 
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sido halladas las proyecciones frontales de los puntos de intersección del plano 
Q con las aristas del prisma 7”, 2' y 2”. Luego se han señalado los puntos aya; 
en los cuales a's' se interseca con el contorno 1'2"3”, Los puntos a; y as son las 





4, y 2, se encuentran sobre la proyección horizontal de 
do del mismo modo con las aristas $8 y SC, hallamos los puntos By, By, Cy 
y C, (fig. 280). 





Fig. 280 


A continuación hallamos la intersección de las aristas del prisma con las 
caras de la pirámide, trazando también planos proyectantes horizontales auxi- 
Ñares (claro que en esto caso, lo mismo que en el anterior, se pueden emploar los 

jlanos proyoctantes frontales). Anali arista DD, señalamos los puntos 
de encuentro Da y Ds. La arista EE, no se corta con las caras do la pirámide, 
lo mismo que la arista PF. 

'Para no cometer errores on el caso do gran cantidad de construcciones auxi- 
líaros, los puntos de encuentro hallados se pueden escribir como so da en la 
tabla de la pág 168. > 

En este ejemplo se obtienen dos poliedros independientes. En la tabla, ul 
orden de formación de los poliedros se señala con las cifras 1, 2, etc., para uno 
de ellos, y con las cifras [, 11, cte., para cl otro. Esto significa que el punto ay 
(2) debe unirse con ol punto bi (2), el punto »;, con el punto da (3), el da, con el 
ez (£), el e, con el ds (5) y , por tin, el ds, con el a; (6). 
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Punto de Inter- | Lugar que ocupa 





el to dado en 
Arita que 1 tnvestga | a as | a A | e orden agur 
baja puntos 
Sa 4 DEED, A 15 
EFF¡E, Arz 1 
á SB DEED, B, 2 
Pirámide 1 PITA 5 ñ 
se 1 DFF,D, €, d 
EFPE, Ca ur 
sCcB D, 3 
£E, no existo - 
PF, ídem he = 


En las construcciones expuestas en las figs. 280 y 281 se utilizaron como 
auxiliares planos proyectantes horizontales, Y, aunque el empleo precisamente 
de los planes proyectantes horizontales o frontales como planos Buxiliares nl 
determinar los putos do intersección de una recta con un plano o de dos planos 
entro sí (y, por consiguiento, también en los casos do intersección de upectición 
poliédricas) es cómodo y es el procedimiento más común, pueden darso los casos 
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cuando es más conveniento emplear como planos auxiliares los planos do posición 
goneral: éstos ofrecen menos construcciones auxiliares, Poro para ello debon te- 
nerse las condiciones correspondientes, Un ejemplo se da en la fig. 282. Aquí las 
bases de ambas pirámides so encuentran en uo mismo plano. Por los vértices 
de las pirámides se ha trazado una recta y se ha hallado la traza de esta recta (ol 
punto, 41) sobre el plano de las bases de las pirámides. Todo plano trazado por 
a recta 57 pasa por los vértices de ambas pirámidos y corta a sus caras según 
rectas (véase la fig. 276); las trazas do estos planos sobro el plano de las bases de 
las pirámidos pasan por el punto m. 

'Trazando, por ejemplo, la recta mf, se puedo tomar como traza de uno do t 
les planos; en la fig. 282 la traza de este plano se confundo con la proyección mf. 

Tal plano corta a la base do la pirámido ABCS en los puntos n y r; niendo 
estos puntos con el punto s obtendremos el contorno do la sección producida en 
la pirámido por este plano (en ol que se eucuontra la arista 7/7) y hallaromos los 
Proyecciones de ins puntos de intersección de la arista TF, los puntos Jy y fa 
la determinación «le las proyocciones frontales de estos puntos do intoresección 
no presenta diticltades, 

Investigando do este wodo todas las arí tas de ambas pirámides, reveluro- 
mos los puulos necesarios para la construccí. n do las líneas de intersccción, 

Los puutos de intersección do los lados lo la baso so determinan on la pro- 
yección horizontal sin construcciones supleraontarias. 

En la tabla siguiente se da ol resumen do las cuostrucciones. 





















Caras con las que 
se corto la arista 
quo se Investiga 


Arista que so 
investiga 






socción 





4cs = r, 
sd ( ABS = LA 
CBS - E, 
Ex ( ABS E E, 
DT 
FD No existe 10 — 
- A A 
Í = AD As 
pa BC A 
DE [ = Ab As 
— BC A, 
gro $ E AC 4 
AS No existe al _ 
BS ídem = = 
cs ídem = = 


La construcción indicada en la fig. 282 puede emplearse tambión cuando la 
base de una de las pirámides se encuentra en el plano /7 y la base do la otra, on 
el plano Y. Además, en cl caso general, hay que hallar las trazas do la recta tra- 
sada por los vinticos de las pirámides sobre las planos 1 y Y y; respectivamente, 
las trazas horizontal y frontal de cada uno de los planos auxiliares. 

Si so intersecan un prisma y una pirámido, entonces, el procedimiento indi- 
sado en la Kg. 282 para la intersección de dos pirámides, puedo sor empleado si 
setraza una recta por el vérticedela pirámide paralelamento a las aristas del pris- 
ma; los planos trazados por esta recta cortarán a las caras del prisma por rectas 
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paralelas a las aristas, y a las caras de la pirámide por rectas que pasan por su 
yértice, En el caso de intersección de dos prismas, los planos secantes auxi- 
liares pueden tomarse paralelamente a las aristas de ambos prismas. 

Sí en la intersección participa un prisma, puede emplearse también el mé- 
todo do cembio do los planos de, proyección: Obteniendo las proyecciones de los 
poliedros sobre el plano perpendicular a las aristas del prisma, utilizamos las 
caras del prismo en esta posición en calidad de planos secantes. 





$ 44. PROCEDIMIENTOS GENERALES 
DE DESARROLLO DE SUPERFICIES POLIÉDRICAS 
(PRISMAS Y PIRÁMIDES) 


El desarrollo de una superficie prismática se puede efectuar por 
dos esquemas. Primer esquema (fig. 283): 
1) cortar la superficie con un plano perpendicular a las aristas; 
2) determinar las longitudes do los segmentos de la línea quebra- 
da obtenida al intersecar la superficie del prisma con esto plano; 





Fig. 283 


3) desarrollar la línea quobrada en la recta 4.Do y lovar sobro 
las perpendiculares trazadas en los puntos 40, B, a la recta 
AoDo las longitudes de los segmentos de las aristas ApA, Andy, 
BB, BWBi, eto. 

4) trazar los segmentos AB, BC y CD, y también los segmontos 
AB, BC y CDi. 

El segundo esquema de desarrollo de una superficie prismática 
consiste en lo siguiente (fig. 284): 

1) dividir los cuadriláteros (las caras) en triángulos con ayuda 
de diagonales; 

2) determinar las longitudes de los lados de estos triángulos; 

3) construir sucesivamente los triángulos 7, 2, 3, etc. en el 
plano del dibujo. 

El desarrollo puede efectuarse así cómo se indica a continuación 
en la fig. 287. 
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En las figs. 285 y 286 se da un ejemplo del desarrollo de la su- 


perficie lateral de un prisma. 


La construcción del desarrollo se ha efectuado por el primer 
esquema. En la fig. 285 se han cumplido las construcciones prepara- 





Fig. 284 


torias para el desarrollo de la superficie. Ante todo so ha introducido 


el plano de proyección complementario 5 


y paralelo a las aristas del 
prisma. 

Para obtoner la sección nor- 
mal se ha trazado el plano Q 
perpendicular a las aristas del 
prisma. En ol sistema S, f, 
el plano Q es perpendicular 
al plano S, por lo cual la pro» 
yocción de la figura sección 
sobre el plano S se encuentra 
en la traza Q,. Por ser el pla- 
no Q perpendicular a las aris- 
tas del prisma, las proyeccio- 
nes de ostas aristas sobre el 
plano $ son porpendiculares a 
Q,, y dado que el plano $ es 
paralelo a las aristas, sus Jon- 
gitudes son iguales a las lon- 
gitudes de los segmentos a,*,, 
b,f,, ete. Luego, con ayuda del 
abatimiento del plano Q sobre 
el plano A se determina la for- 
ma verdadera de la sección, el 
cuadrilátero 1.20304o. 








perpendicular al plano 4 
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En la fig. 286 se muestra el desarrollo buscado: sobre una recta 
se han llevado sucesivamente los segmentos 1-—2=1¿20, 2-3: 
=2,80, etc.; en los puntos 1, 2, etc. se han trazado las perpendicu- 
lares a esta recta y sobre ellas se han llevado los segmentos 14= 
=1,4,, 1E=1,2,, 2B=2,b,, ete. Luego se han trazado las quebradas 
ABCDA y EFGHE. 





Fig. 286 


En la fig. 287 se da una construcción distinta. Una vez construi- 
da la proyección del prisma sobre el plano $ paralelo a los aristas 
del prisma, trazamos a partir de los puntos €,, R¿, Es» 151 Gar dyr Cs 





Fig. 287 


y b, rectas perpendiculares a e,a,. Con centro en el punto e, descri- 
bimos un arco de radio igual a eh, y en la intersección con la recta 
trazada desde el punto h, obtenemos el punto Fo; con centro en este 
punto describimos un arco de radio igual a hg y en su intersección 
con la recta trazada desde el punto g, oblenemos el punto Go, Ole. 
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(GoFo=8J, FoEs=fe). A partir de los puntos Ho, Go, Pa y E) traza- 
mos rectas paralelas a e,a, hasta su intersección con las rectas corres- 
pondientes trazadas desdo los puntos d,, c,, b, y a,. La variante indi- 
cada es conveniente cuando la magnitud de los lados de la base puedo 
ser tomada directamente del dibujo. 

El desarrollo de la superficie lateral de una pirámide se puede 
realizar por el esquema siguiente: 

1) determinar las longitudos de las aristas y los lados de la base 
de la pirámide; 

2) construir en el plano dol dibujo sucesivamente los triángu- 
los (las caras de la pirámide). 





Fig. 288 


En la fig. 288 se muestra la construcción del desarrollo de la 
superficie lateral de una pirámide en el que, en las caras de la pirá- 
mide, se han dibujado los lados de la sección triangular producida 
en esta pirámide por un plano. Se ha hallado la longitud de cada as 
ta, luego se ha construido el triángulo 4.SoBo por sus tres lados: 
la base A,B, so ha tomado igual a la proyección horizontal ab, y los 
lados laterales se han tomado iguales a las magnitudes verdaderas 
de las aristas SA y SB (es decir, iguales a los segmentos s'a; y s'b;). 

A continuación, sobre el tado S¿B, se ha construido el segundo 
triángulo, con la particularidad de que las longitudes de los otros 
dos lados se han tomado: la del lado B,Co, igual a la proyección 
horizontal bc, y la del lado S¿Co, igual a la longitud de la arista SC 
(es decir, al segmento s'ci). 
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De la misma manera se ha construido el tercer triángulo. Como 
resultado se ha oblenido la superficie lateral desarrollada de la pi- 
rámido. Si se lleva ahora sobre los lados $4 0, SoBo y SoCo los seg- 
mentos SoKo, SoMo y SoN, iguales a los segmentos de las aristas de 
la pirámide, intersecada por un plano, obtendremos la línea quebrada 
KoM¿N ¿K, compuesta por los lados de la figura sección. 


PREGUNTAS A LOS $5 43 Y 44 


4, ¿Cómo se construye la Inca de Iotersccción de una supertiio poliédrica 
por otra! 

2. ¿En cul caso es convoniento emplear planos de posición goneral (como 
auxiliares) al intersecarso dos pirámides y cómo deben trazarso estos planos? 

g. ¿Por cuáles esquemas ss puedo realizar el desarrollo de las aupertios 
que limitan a vo prisma y a una pirámide? 

4. ¿En cuál caso estos desarrollos serán completos? 
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LÍNEAS CURVAS 


$ 45. CONOCIMIENTOS GENERALES SOBRE 
LAS LINEAS CURVAS Y SU PROYECCION 


Toda curva puede definirse como la. trayectoria de un punto que 
se mueve en un plano o en el espacio *. Como ejemplo sirven la espi- 
ra] de Arquímedes y línea helicoidal cilíndrica conocidas del curso 
de dibujo lineal de la escuela secundaria. La curva puede ser obte- 
nida también como resultado de la intersección de dos superficies 
(por ejemplo, de dos superficies cilíndricas) o de la intersección de una 
superficie con un plano (por ejemplo, la elipse, que se obtiene al 
cortar la superficie lateral de un cilindro circular recto con un plano 
que forma con el eje del cilindro cierto ángulo agudo). En toda una 
serie de casos, la curva representa el lugar geométrico de puntos que 
corresponden 'a condiciones determinadas para esta curva (cireunfe- 
rencia, elipse, parábola, etc.). 

La curva quedu determinada por las posicionos de los puntos que 
la constituyen. Los puntos de la curva se determinan por sus coorde- 
nadas. 

Las curvas pueden ser planas, es decir, todos los puntos de tas 
cuales pertenecen a un mismo plano, y espaciales (alabeudas), o sea, 
tales, cuyos puntos pertenecen a distintos planos ”. Como ejemplo 
do líneas curvas planas sirven la circunforencia, la elipso, la pará- 
bola y la espiral de Arquímedes; como ejemplo de curvas espa- 
ciales, la línea helicoidal, la línea de intersección de las superfi- 
cies laterales de un cilindro y un cono circulares roctos. 

Para construir las proyecciones de una curva (plana o espacial) 
es necesario construir las proyecciones de toda una serie de puntos 





» En toda la extensión de la curva no deben haber secciones rectilíneas, 
% A las curvas espaciales se las llama también líneas de doble curvatura. 
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portenecientos a esta curva (fig. 289). Un ejemplo de la construcción 
de los proyecciones de una curva plana se dio en la fig. 149 (pág. 
5 


La curva espacial so proyecta en forma de curva plana, la curva 
plana, también en forma de curva plana o en forma de línea recta, 
si la curva so encuentra en un plano perpendicular al plano de pro- 
yección. 

La línea se considera regular si en su formación está subordinada 
a una ley geométrica cualquiera. Si con esto la curva se determina 





Fig. 289 


en las coordenadas cartesianas por una ecuación algebraica, enton- 
ces, ésta se lama curva algebraica”. Como ojomplo puede servir 
la elipse, cuya ecuación es 


en 
FHRSÍ 


El grado de la ecuación determina el «orden» de la curva: la olipso 
es una curva de segundo orden. La curva que representa la proyec- 
ción de una curva de cierto orden conserva el mismo orden o es una 
curva de orden inferior. 

La tangonte a una curva se proyecta, en el caso general, en forma 
de tangente a la proyección de la curva. Si, por ejemplo, se ha tra- 
zado una tangente a una circunferencia situada en un plano que forma 
con el plano de proyección un ángulo agudo, entonces, esta tangente 
se proyecta como tangento a la-elipse que expresa la proyección de 
esta circunferencia. En la fig. 289 viene representada una curva 


» Si la curva se dotermina no por una ecuación algebraica, entonces esta 
curva so refiere a las curvas transcendentes. 
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espacial, sus proyecciones sobre los planos V y H, la tangente a esta 
recta en el punto K y las proyecciones de esta tangente. El plano pro- 
yectante que pasa por la tangente a la proyección de la curva, tieno 
contacto con la curva en el espacio. 

Para tener una idea más clara de una curva en el espacio, al ex- 
presar una curva plana o espacial por sus proyecciones, se deben in- 
dicar en las proyecciones ciertos puntos característicos para esta 
curva o para su posición respecto a 
los planos do proyección. Pueden 
ser señalados, por ejemplo, los pun- 
tos de la curva más alejados do 
los planos de proyección y los pun- 
tos más cercanos a éstos; para ello 
hay que trazar unos planos tangen- 
tes a la curva y paralelos a los 
planos de proyección correspondien= 
tes: on la fig. 290, el plano S, 
paralelo al plano Y, permite esta- 
blecer que el punto G de la curva 
en el espacio es el punto más ale- 
jado del plano Y. 

La curvatura de una línea cur- 
va, plana o espacial, puede ser 
invariable (en toda la extensión de 
esta curva o en secciones separa- 
das de ella) o variar en distintos 
puntos de la curva. Por ejemplo, 
la curvatura de una circunferencia 
o de una línea helicoidal cilín- 
drica es invariable en toda la exten- 
sión de éstas, y la curvatura de 
una elipse se ropite en sus cuadrantes, variando continuamente on 
los límites de un cuadrante. Se usa el término curvatura de la línea. 
La curvatura se expresa por un número; ésta caracteriza a la curva 
en uno de sus puntos dados, más exactamente, en un arco infinita- 
mente pequeño, o sea, en las vecindades de este punto. 

La longitud de cierta sección de una curva, tanto plana como es- 
pacial, so determina aproximadamente, sustituyendo la línea curva 
por una quebrada, inscrita en esta curva, y midiendo la longitud de 
los eslabones de esta quebrada (esto, claro está, no se refiere a las 
Curvas, la longitud de las cnales puedo ser hallada valiéndose de 
cálculos simples ”. Para reducir el orror deben tomarse segmentos 
de la quebrada cuyas longitudes se diferencien poco de los arcos do 





Fig. 290 


» Por ejemplo, una cirennferen: 
lindrica (véase a contínua 


12—891 





una espira de una línea helicoidal ci- 
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la curva cuyas cuerdas son estos segmentos. En la fig. 291 se muestra 
la determinación de la longitud de la curva ABC: la proyección 
horizontal (la curva abc) so ha.dividido en partes pequeñas y se ha 
«desarrollado» en una recta sobre el eje x de tal manera que los seg- 
mentos apo, Zoo, etc. son respectivamente iguales a las cuerdas 





al, 1b, etc.; en los puntos do, Zo, ete. se han levantado perpendicu- 
lares al eje z, y sobre estas perpendiculares se han llevado las Z-coor- 
denadas de los puntos de la curva. Obtenemos una quebrada cuya 
longitud puede ser tomada aproximadamente como longitud de la 
curva ABC. E 
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Girando la secanto KS, (fig. 292) alrededor del eje K de modo 
tal, que el punto K, tienda al punto K, obtendremos la posición 
límite KT, es decir, la posición de la tangente a la curva en el punto 











Fig. 292 Fig. 293 


K. La tangente refleja la dirección de movimiento del punto que 
engendra la curva; la dirección de la tangente en cierto punto de la 
curva se llama dirección de la curva en este punto. 
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Trazando por el punto K la recta KN 1 KT obtenemos la normal 
a la curva en este punto X. La normal a una circunferencia coincido 
con la dirección de su radio. La construcción de la normal a una elip- 
se se muestra en el $21. 

En ol punto X (fig. 292) la curva es suave: en el punto K la curva 
tiene una sola tangente. Si la curva se compone solamento do tales 
puntos, ésta es una curva suave (fig. 293, a la izquierda). Pero en la 
curva pueden haber puntos (véase la fig. 293, a la derecha) en los 
que hay dos tangentes con un ángulo entre ellas distinto de 180”, 
A tal punto se le llama punto de inflezión, punto angular o punto 
de salida, y la recta en este punto no es suave. En este punto como si 


+ HER 


Fig. 294 Pig. 205 


se cortaran bajo cierto ángulo dos rectas AB y BC. Si el ángulo y 
resulta igual a 180”, las curvas AB y BC harán contacto y cada una 
de ellas en ol punto B resultará suave. Las curvas que hacen contac- 
to tienen una misma tangente en su punto común, y las normales 
a las curvas en oste punto se sitúan en una misma recta, 

En la fig. 294, en el punto K de la curva se han trazado la tan- 
gente K7 y la normal KN. Si en todos los puntos de la curva se 
pite tal disposición respecto de la tangente y la normal en la vecin= 
dad examinada ", la curva es conveza y sus puntos son ordinarios 
(o regulares). Como ejemplo sirve la elipse. 

En la fig. 295 se muestran los puntos: A, punto de inflezión en 
el que la curva corta a la tangente; B y C, los puntos de retorno en 
los que la recta tiene punta («pico») y la tangente es común para 
ambas ramas de la curva (al punto B se le llama punto de retorno de 
primer género, y al punto C, punto de retorno de segundo género). 
Aquí hemos tocado los llamados puntos singulares de una curva », 
por ejemplo, tales, en los cuales la dirección de movimiento del 
punto que describe la curva cambia de sentido (puntos de retorno) 
o a salto (véase la fig. 293, el punto B). 





» Por cercanías aquí so comprenden los puntos de la curva en la proximi- 
dad inmediata al punto qua se examina. 
2 Los puntos singulares se estudian on ol curso de Gevmetría Diferencial. 


12* 
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Se puede señalar también el punto doble (punto nodal o de auto- 
intersección), en el que la curva se corta a sí misma y tiene dos tan- 
gentes (fig. 296, el punto D), y el punto de autocontacto en el que la 
curva se encuentra a sí misma, pero ambas tangentes coinciden (en 
la misma figura, el punto E). 

Todos estos casos pueden encontrarse en las proyecciones de las 
curvas planas, siendo suficiente para la curva plana tener una sola 

proyección (si, claro está, esta proyec- 

ción no es una recta) para juzgar so- 

bre el carácter de sus puntos, puesto 

que cualquier particularidad de esta 

proyección expresa la misma particu- 

E laridad de la propia curva plana, 

Fig. 296 Lacurvatura de una curva plana en un 

punto cualquiera A, (fig. 297) 'se considera 
como el límite al que tiende la relación entre el ángulo formado por las tan= 


gentes trazadas en los puntos vecinos Á, y Ay de la curva, y el arco Ay Az, si el 
punto Ay tiende al Ay: 


Um e. 
ALA, 


Así pues, se llama curvatura de una curva en uno de sus puntos A al valor lí- 
pe “ la relación del ángulo q, al arco A,A,. La curvatura se designa con la 
letra k. 

Evidentemente, el ángulo y puedo ser también expresado por el ángulo entro 
las normales a la curvo en los puntos A, y Aa. 

Si nos imaginamos una circunferencia ql 
y dos puntos vecinos al dado en la cury 
circunferencia ale: 
cuando el. punto d 








)ase por el punto 4, (fig. 297) 
quo tienden al punto 4,, entonces, la 
ará su posición límite 

intorsocción de las not- Ti 

moles C, alcance su posición límito y se Y 

expreso por cierto radio CA. En este ca a 

la circunferencia contacto con la curva A 

en el punto 4,. La circunferencia y la cur- 

va tondrán comunes una tangente y una not» 2 
mal en la que so encuentra el centro de la 

circunferencia en contacto. Se emplean los 

términos: círculo de curvatura de la curva 

en el punto dado, centro de curvatura (0 cen- 

tro del círculo de curvetura), radío de cur» (Cr 

vatura (o radio dol círculo do curva: 

tura). La curvatura de una curva en un Fig. 297 

punto cualquiera de la misma es igual a 

la recíproca del radio de curvatura: 






























Es ovidonte que para una circunferencia, en cualquier punto de ésta, ol radio de 
la circunferencia en contacto será igual al radio de la circunferencia dada. De 
aquí que: la curvatura de una circunferencia es igual en todos sus puntos a la re- 
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ciproca del radio de esta circunferencia, O sea, 


1 
hr=3p> 





pr sea R, tanto menor será k. 

En la elipse (fig. 298, a la izquierda) los centros do curvatura en los vérti- 
ces Az y A, se encuentran en su ejo mayor, y en los vértices 2, y Ba, en su ejo 
menor, Para determinar la posición do los centros de curvatura hemos empleado 
las fórmulas conocidas para los radios de curvatura en los vértices do la elipse; 
en los vértices A, y Az, la fórmula 


ee 


ns 


y en los vórtices B, y By, la fórmula 











la perpendiculor a 4,4, en el punto Fa hasta su 
punto 7, el radio O—1 y por el punto 2 la recta pi 
puntos hallados C, y Cs so pueden hallar dos cents 
lo M, tres puntos tó para traz 
es muy próxima a, la elipse. A 

¿Cuál curva plana tieno curvatura constante? La circunferencia (véase más 


arriba: kery=z, dondo Res ol radio de lo circunferencia). Si consideramos a 


una recta como una circunferencia de A=cw, entonces, también aquí la curvatura 
es constante: J=0. 


ela a 04. Con ayuda de los 
más, y con auxilio del pun- 
parte restante de lo curva, Esta línea mixta 
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En la fig. 299 so muestra la construcción aproximada de la tangente y la 
normal a una curva suavo en cierto punto K. 

Trazamos la recta auxiliar EF aproximadamente en dirección perpendicular 
a la dirección supuesta do la tangente a la curva A2CD. Luego, por el punto K, 
trazamos unas cuantas rectas que corten a la curva ABCD y a la recta EP. Si 
Movamos sobre estas rectas los segmentos AjA¿=4K, B,Dy=BK, C¡Cy=CK, 
D1D¿=KD, eto., y trazamos por los puntos Az, Hz, Cy, Day ... una 1ÍNea curva 
suave, entonces en su intersección con la recta EF obtendremos el punto M, es 
decir, ol segundo punto de la recta tangente a la curva A8CD en el punto KV 

En la fig. 300 se muestra la construcción aproximado del centro de curva: 
tura en cierto punto K de una curva. 





Fig. 299 








“Tomando en la curva cerca del punto X unos cuantos puntos A,, A 
trazamos por estos puntos y por ol punto K tangentes. Llevamos sobro ostas. 
gentos los sogmentos arbitrarios, pero iguales entre Sí, 4741, Ay 27 Kk, ... y 
drazamos por los puntos K, ..., una línea curva. En la' intorsección do las 
pormales en los puntos K y k so obtiene el punto C, es decir, ol contro do curvatura 
buscado, y el radio de curvatura r=CK. De aquí so determina la curvatura en el 


punto K, igual o L, 





ns 











Si so construyen los centros de curvatura do la curva dada on una serio de 
puntos entonces, por estos contros pasará a su vez una curva llamada evoluta de 
la curva dada y que es el lugar geométrico de los centros de curvatura de la misma. 
A lo curva dada, con relación a su evoluta, e la llama evolvente, Por ejemplo, 
curva || la ovolvento de la circunferencia los centros de curvatura en 
diforentes puntos de esta curva están situados sobro la circunferoncia, la cual es 
la evoluta 'tospecto y la evolvente dada. 
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Mucho de lo estudiado respecto a las curvas planas puede ser 
también reforido a las curvas espaciales. Por ejemplo, la tangente 
a una curva espacial también se obtiene de la secanto KS, (fig. 292) 


» La curva 4,8,C,0, es un ojemplo de la así Mamada curva do orroros. 
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al coincidir los puntos K y K,. También en una curva espacial pueden 
haber puntos de distinto género: corrientes (regulares), puntos de 
inflexión, «picos» y otros. Pero, si para la curva plana en el punto 
K (fig. 292) se podía trazar solamente una perpendicular KV (nor- 
mal) a la tangente K7, para la curva espacial tales perpendiculares 
en el punto de contacto pueden haber una infinidad, lo que conduce 
a la noción de plano normal. Luego, para la curva plana es suficien- 
te disponer de una proyección para juzgar sobre el carácter de sus 
puntos, mientras que para la curva espacial, se puedo juzgar sobre 
el carácter de sus puntos solamente conociendo dos proyecciones 
de esta curva. Por ejemplo, en las figs. 289 y 290 la confrontación 
de las proyecciones horizontal y frontal demuestra que, a pesar de 
que en la proyección horizontal se tiene un punto doble, en la pro- 
pia curva no existe punto doble. Lo mismo que para una curva plana, 
la tangente a una curva en el espacio (tig.289) se proyecta en una tan- 
gente a la proyección de esta curva. El plano proyectante trazado por 
la tangente a la proyección de la curva, hace contacto con la curva 
en el espacio. 





Todos los puntos de una curva plana están situados en un mismo plano. En 
lo que se refiere a una curva espacial, se puedo hablar solamente del plano más 
próximo a la curva en el punto que se examina. A plano se lo llama de con- 
tacto. Supongamos que en la fig. 292 está representada no la porción de una curva 
plana, sino la de una espacial. Los tres puntos K, K y K, de esta curva determi» 
han a cierto plano. La posición Jímite de este plano, cuando la secanto KS, pasa 
a sor tangente en el punto K y el tercer punto se aproxima ¡ofinitamente al punto 
do tangencia, define al plano de contacto en el punto X de la curva espacial, 
Cerca del punto K se puede considerar quo la curva está situada en el plauo do 
contacto 

Los planos de contacto y normal son perpendiculares entre si; esto se despren- 
do del hecho de que el plano de contacto contiene a la tangente a la curva, 

Al intersecarse los planos normal y de contacto se obtiene una de las norma- 
les, la as principal La normal perpendicular al plano de contacto se llama 
binormal 

A los planos de contacto y normal so les añado un tercor plano perpendicu- 
lar a los primeros Este plano pasa por la tangente y la binormal, y se llama plano 
de rectificación 

Estos tres planos, que forman un triedro, se usan como planos de coordena- 
das al ezaminar la curva en el punto dado. La posición del triedro depende de la 
posición del punto en la curva 

Por aualogía con el centro de curvatura de una curva plana como la posición 
límito del punto de intersección de dos normulos (fig. 297), obtenemos el eje 
de curvatura de una curva espacial como la posición límite de la recta de intersec- 
ción de los planos normales vecinos. En esta posición límito el eje de curvatura 
es paralelo a la binormal; en la intersección del eje de curvatura con la normal 
principal se obtiene el centro de curvatura, de doude se determina el radio de 
curvatura como la distancia desde este contro hasta el punto examinado de la 
curva. Así como para la curva plana, la curvaturs de una curva espacial os igual 
a lo recíproca del radio de curvatura. Si nos imaginamos la aproximación límito 
de tres puntos vecinos de una curva espacial y la posición límite de la circunfe- 
rencia trazada por estos puntos, obtenemos el círculo de curvatura en el plano 
de contacto, y su contro es el contro do curvatura, y su radio, el radio de curva- 
tura. Esta es la primera curvatura de una curva espacial, 











184 CAP. VIT LINEAS CURVAS 


Si en vez del ángulo entre las tangentes, como esto ocurría para las curvas 
planas, y de la relación entro este ángulo y da longitud del arvo entro los puntos 
lo tangencia, se toma el ángulo formado por los planos de contacto (éste es igual 
al ángulo entre las binormales) y se divido este ángulo entre la longitud del arco 
entro los puntos examinados dde la curva espacial, entonces, el valor límito de 
esta rolación expresa la así Mamada curvatura de torsión o segunda curvatura 
de la curva espacial. Recordemos que a las curvas espaciales se las llama también 
curvas de doble curvatura, 
St las tangentes a una curva espacial tienen una misma inclinación en todos 
los puntos de esta curva respecto a un plano cualquiera, entonces estas curvas se 
llaman curvas de igual pendiente. 





PREGUNTAS A LOS $5 45-47 


¿En qué consisto la diferencia entre las curvas plana y espacial? 
¿Qué representa la proyección do una curva espacial 
¿Qué representa ko proyección de una curva plana? 
¿Qué representa la proyección de la tangento a una cueva? 
¿Cómo so determina la longitud de cierta porción de una curva? 
dA qué so le llama tangente a una curva? 
A qué se le llama normal en un punto cualquiera de una curva plana? 
. ¿Con qe se determina la suavidad de una curva plana? 
9; ¿A cuéles curvas planas se les llama de contacto? 
10. ¿Qué significa curva plana convexa? 
11. ¿Por cuántas proyocciones so puede juzgar sobre el carácter de los puntos 
do una curva plo 
12. ¿A qué so lo llama curvatura de una curva plana en cierto punto do ella? 
13. ¿A qué es jgual la curvatura de una circunferencia? 
” Le Como, construir una curva mixta similar a la elipse, conociendo los 
ejes de ésta 
15. ¿Cómo construir la tangonto y la normal a una curva suavo en cierto 
punto do olla y cómo hallar el centro de curvatura en esto punto? 
16. ¿Por cuántas proyecciones so puede juzgar sobre el carácter do los pun- 
tos de una curya espacial? 
47. ¿A cuáles planos se les llama normal, de contacto y de rectificación en 
un punto cualquiera de una curva espacial? 
48. ¿A qué so le llama normal principal y binormal en un puato cualquiera 
de una curva espacial? 
49. ¿A qué se le llama primera y segunda curvatura de una curva espacial? 
20. ¿Cómo se descifra la denominación de «curva de doble curvatura»? 
21. ¿En cuál caso a la curva espacial se le llama curva de igual pendiento? 





























$ 48. LÍNEAS HELICOIDALES CILÍNDRICAS 
Y CÓNICAS 


La línea helicoidal cilíndrica representa una curva espacial de 
igual pendiente. El filo de una cuchilla, al hacer ntacto con la 
superficie de un cilindro que gira uniformemente, deja en esta super- 
icie una huella en forma de circunferencia. Si al mismo tiempo se 
le comunica a la cuchilla un movimiento de avance uniforme a lo 
largo del eje del cilindro, en la superficie de éste se obtendrá una 
línea holicoidal cilíndrica. 
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En la fig. 301 se muestra la formación de una línea helicoidal 
en la superficie de un cilindro como resultado del movimiento del 
punto A por la generatriz EC y del movimiento de giro de esta gene- 
ratriz. Aquí vienen representadas varias posiciones de esta genera- 
triz: EsCy, EC, ...; los arcos EsE1, EyE+, ... son iguales entro sí 


y cada uno de ellos esigual a 3, donde d es el diámetro del cilindro 


y n, el número de divisiones (en la fig. 301 n=12). La posición ini- 
cial del punto se ha designado con 4, y las posiciones ulteriores, 
con Ay, Aa, etc., respectivamente. 





Fig. 301 Fig. 302 


Si durante el traslado de la generatriz de la posición E,Cj a la 
posición E,C, el punto ocupa la posición A,, entonces el segmento 
E,A, determinará la distancia que ha recorrido el punto por la geno- 
ratríz desde su posición inicial. Al ocupar la generatriz la siguiente 
posición (la EC) el punto se elevará a la altura E,4,=2£ 4, eto. 
Cuando la generatriz hace una vuelta entera, el punto se desplaza 
por ella a la distancia Ev A 12 =12E 14 4. 

Al seguir girando la generatriz, el punto A comenzará a formar 
la segunda espira o vuelta de la línea helicoidal, ocupando la posi- 
ción A, Aj, etc. 

La distancia entre los puntos Ao y Ay, se llama paso de la línea 
helicoidal. El paso puede ser elegido en dependencia de unas u otras 
condiciones, 
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La distancia del punto A al eje OO se llama radio de la linea 
helicoidal, y el eje 00, eje de la línea helicoidal. El radio de la línea 
helicoidal es igual a la mitad del diámetro del cilindro circular 
recto en cuya superficie lateral está situada la línea helicoidal. 
El diámetro del cilindro y la dimensión del paso son, los pará: 
metros Y que determinan a la línea helicoidal cilíndrica on la super- 
ficio lateral de un cilindro circular recto. 

En la fig. 302 se ha cumplido la construcción de las proyecciones 
de una línea helicoidal cilíndrica. Preliminarmente se han construi- 
do las proyecciones del cilindro circular recto. La circunferencia 
de la baso del cilindro (en la proyección horizontal) y el paso (el 
segmento A llevado al eje del cilindro en ta proyección frontal) 
se han dividido en igual número (n) de partes; en la fig. 302 so ha 
tomado n==12. La posición inicial del punto A se indica con las 





Fig. 303 Fig. 304 

proyecciones a' y a, este último os el punto denotado con la cifra 
O en la circunferencia. 

Dado que el eje del cilindro está dirigido perpendicularmente al 
plano H, la proyección horizontal de la línea helicoidal se confunde 
con la circunferencia que representa la proyección horizontal de la 
superficie del cilindro. En lo que se refiere a la construcción de la 
proyección frontal de la línea helicoidal, la marcha de su construc- 
ción está clara de la fig. 302 y se deriva de la propia formación 
de la línea helicoidal como la trayectoria de un punto que realiza 
dos movimientos, un movimiento uniforme en línea recta y al mismo 


UU El parámetro es una maguítud cuyos valores numéricos permiten soparar 
un elemento determinado entre los elementos del mismo género, 
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tiempo movimiento giratorio uniforme alrededor del eje paralelo 
a esta recta. 

La proyección sobre un plano, paralelo al eje del cilindro, en el 
caso dado la proyección frontal de la línea helicoidal cilíndrica, 
es semejante a una sinusoide. 

En la fig. 302, la proyección frontal de la línea helicoidal tieno 
en la parte delantera (visible) del cilindro elevación de izquierda a 
derecha o descenso hacia la izquierda; si el eje del cilindro se dispone 
horizontalmente, entonces la elevación de la línea helicoidal es de 
derecha a izquierda, y el descenso hacia la derecha. Esta es una línea 
helicoidal con paso a la derecha o línea helicoidal dextrorsa. En la 
fig. 303 se muestra una línea helicoidal con paso a la izquierda (lí- 
nea helicoidal sinistrorsa): la elevación en la proyección frontal de 
la línea helicoidal en la parte delantera (vista) del cilindro va de 
derecha a izquierda, el descenso hacia la derecha; si el eje del cilin- 
dro se dispone horizontalmente; la elevación será a la derecha, y el 
descenso hacia la izquierda. 














$ F E Desarrollo 


Fig. 305 


Si la línea helicoidal se representa sin el cilindro y sin las pro- 
yecciones de los puntos, la indicación sobre si es la línea helicoidal 
dextrorsa o sinistrorsa debe darse con palabras o con flechas, así 
como se muestra en la fig. 304 a la izquierda para una línea helicoi- 
dal doxtrorsa, y a la derecha, para una sinistrorsa ”. 

El desarrollo de la espira de una línea helicoidal cilíndrica se 
fnuestra en la fig. 305. En forma desarrollada cada espira representa 
el segmento de una recta. Esto so desprende de la formación de la 
línea helicoidal: por cuanto la circunferencia de la base del cilindro 

1) La línea helicoidal cilíndrica se ilustra muy bien on un muelle salomó- 


nico, en las roscas de los pernos, en los tornillos, en los espárragos y en el tor- 
nillo sin fin cilíndrico. 
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se dividió en partes iguales y el paso de la línea helicoidal fue divi- 
dido en un mismo número de partes iguales, el desarrollo de la línea 
helicoidal en toda la extensión de su paso puedo considerarse como 
el lugar geométrico de los puntos, para cada uno de los cuales la 
ordenada es proporcional a la abscisa, es decir, y=kzx. Esta es la 
ecuación de una línea recta. 

Las tangentes a la línea helicoidal coinciden en el desarrollo con 
la recta en la que se desarrolla la espira de la línea helicoidal. 

En la fig. 305, para el caso de dos pasos de la línea helicoidal, so 
han obienido dos segmentos de ésto bajo un ángulo « a la recta que 
reprosenta a la circunferencia desarrollada de la base del cilindro. 
La pendiente do la línea helicoidal se expresa con la fórmula 


ua=h, 


donde h es el paso de la línea helicoidal y d, el diámetro del cilin- 
dro. El ángulo a: se llama ángulo de espira o ángulo de paso. 
La longitud de una vuelta (espira) de la línea helicoidal es igual a 


L=VYR+Gd 
Para un mismo diámetro d, el ángulo a depende solamente del 
paso do la línea helicoidal; para obtener un ángulo de paso pequeño 
debo tomarse un paso pequeño, y viceversa. Si para el caso de cilin- 
dros do distinto diámetro el paso permanece invariable, el ángulo 
de paso será tanto menor, cuanto mayor sea el diámetro del cilindro. 


$0 puedo construir el modelo de la línea helicoidal sí se toma un rectángulo 
con la diagonal dibujada en ól y so arrolla en forma de un cilindro circular rect 
en oste caso, la diagonal del rectángulo forma vna espira de la línea holicoida! 
Evidentemento, la línea holicoidal es la distancia más corta entre dos puntos 
de la superficie lateral de un cilindro circular: es la línea geodésica de esta super- 
flote. 








En efecto, 
una infinidad de líneas. 
estos puntos, Al desarrollar la super! 
Esto es propio de las líneas de la sup 


la superficie do tal cilindro, entre dos puntos se puedo trazar 
lo estas líneas expresa la distancia más corta entro 
e tal línea se desarrolla en una recta. 
icie Mamadas goodésicas. 











Examinemos la siguiente propiedad de una línea helicoidal cá- 
líndrica. 

Supongamos (fig. 304) que a la línea helicoidal, en un punto 
cualquiera A, de ésta, se ha trazado una tangente que corta al plano 
H en el punto K,. 

El ángulo entre la línea helicoidal y cualquier goneratriz del 
cilindro se expresa por el ángulo entre esta generatriz y la tangente 
(a la línea helicoidal) trazada en el punto común para la línea heli- 
coidal y la generatriz. El desarrollo en la fig. 305 muestra que entro 
la línea helicoidal dada y la generatriz del cilindro se obtiene un 
ángulo constanto, es decir, todas las tangentes a la línea helicoidal 


$ 48. LÍNEAS BELICOIDALES: CILÍNDRICAS Y CÓNICAS 189 


tienen una misma inclinación a las generatrices del cilindro y cortan 
al plano H bajo un mismo ángulo «.. Este mismo ángulo se obtuvo 
entre los desarrollos de la línea helicoidal y la circunferencia de la 
base. 

Al desarrollar la superficie lateral del cilindro con la línea he- 
licoidal dibujada en ésta, por ejemplo, el elemento 4,4 ,E, (fig. 
301) adquiere la forma del triángulo rectángulo K¿4 E, en el que 
KA, os la tangente a la línea helicoidal en 
el punto Ay, y K,E, es la proyección de la 
tangente sobre el plano de la base del cilindro, 
o sea, la tangente a la circunferencia de su ba: 
se. De aquí se despronde que el punto X, perte- 
nece a la ovolvente de la circunferencia, pues- 
to que las tangentes en todos los puntos de la 
línea helicoidal cilíndrica tienen las trazas en 
el plano de la base del cilindro que forman la 
evolvente de la circunferencia de la base de 
este cilindro. 

Aprovechemos esta circunstancia para la 
construcción de la tangente a la línea helicoi- 
dal cilíndrica en un punto cualquiera de ella. 
En la línea helicoidal representada en la fig. 
306, la tangente se ha construido en el punto 
K. Ante todo se ha trazado la proyección 
horizontal de la tangente (el segmento k7) per- 
pendicularmente a ok. Con ayuda del punto 7 
en la evolvente se ha hallado la proyección 
17', después de lo cual puede trazarse la proyec- 
ción frontal de la tangente (la recta 1'k'). La 
construcción se ha repetido para el punto L. 

Se puede construir en la superficie del cilindro una curva formada 
de la misma manera que la línea helicoidal, pero dejando el giro 
de la generatriz del cilindro uniforme y haciendo el desplazamiento 
del punto por la generatriz alterno por una ley cualquiera. Estas 
curvas se llaman a veces líneas helicoidales de paso variable. 








306 





La construcción de tales curvas so da on la fig. 307 para ol caso de movimion- 
10 uniformemento acelerado del punto por la generatriz, Vienen dados los des- 
plazamientos del punto on cada una de las doce posiciones indicadas do la genera 
triz; por ejemplo, al pesar a la noveno posición el punto so desplaxaró en el seg. 
monto Cs k» (contando a partir de la octava posición de este punto] 

'En Ta Hg. 307 ee da también el desarrollo de la lines construida; el ángulo 
do paso es variablo, 











Si el punto se desplaza uniformemente por la generatriz de un ” 
cono circular recto y la generatriz realiza un movimiento de giro 
alrededor del eje del cono con una velocidad angular constante, la 
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trayectoria del punto es una línea helicoidal cónica Y; sus proyecciones 
se representan en la fig. 308. Los desplazamientos del punto por la 
generatriz son proporcionales a los desplazamientos angularos de 
esta generatriz. En la fig. 308 se dan en la superficio del cono doce 
posiciones de la generatriz y en estas posiciones vienen indicadas 
las posiciones correspondientes del punto. La distancia entre los 
puntos de las espiras contiguas 4,4,2=h, medida por la generatriz, 
se llama paso de la línea helicoidal cónica ”. 















Cro Cn Cr 
E L És 


La proyección do la línea helicoidal cónica sobre ol plano pa- 
ralelo al eje del cono (en el caso en cuestión la proyección frontal) 
representa una sinusoide con altura de onda decreciente; la proyec- 
ción sobre el plano perpendicular al eje del cono (en el caso dado la 
proyección horizontal) representa una espiral de Arquímedes. 

En el desarrollo de la superficie lateral del cono (fig. 308 a la 
derecha), la línea helicoidal se desarrolla también en una espiral 
de Arquímedes, puesto que al desplazamiento angular uniforme del 
radio le corresponde en el desarrollo de la superficie del cono un des- 
plazamiento uniforme del punto por este radio. En el dibujo se mues- 
tra el desarrollo para dos vueltas de la línea helicoidal cónica. 


»_ La línea helicoidal cónica se ilustra muy bien, por ejemplo, en un muello 
holicgidal cónico y en una rosca cóni % 
ds El paso de ln línea helicoidal cónica so cuenta a voces por su ojo. El sog- 
mento hy (fig, 308) se considera como la proyección del paso h, medido por la 
noratriz, sobre el oje de la linea helicoidal. La división de h ón n partos Igua- 
jes correspondo a la división do %, en la misma cantidad do partes iguales entre 
sí, y viceversa. 











192 CAP. VIL LINEAS CURVAS 


La línea helicoidal puedo ser construida no solamente en una superficie 
cilíndrica o cónica, Como ejemplo puedo servir la línea helicoidal (fig. 309) en 
la superficio formada con el giro del arco 48 alrededor dol ejo OO, es decir, en 
la superficie de un toro. Una línca helicoidal semejante se puede ver en los Lorni- 
los sin fín globoidales (véase la fig. 309, a la derecha). 






PREGUNTAS AL $ 48 


1. ¿Cómo se forman las líncas helicoidales cilíndricas y cónicas? 

2: ¿4 qué se lo llamo paso de una línca helicoidal: cilíndrica y cónica? 
¿Qué forma tienen las proyecciones de las lineas helicoidales cilíndrica 

:a sobro los planos: paralelo al eje de la línea helicoidal y perpendicular a 








6, ¿Cómo distinguir si la linea helicoidal dibujada es la suporficio de unas 
barras cilíndrica y cónica es doxtrorsa o sinistrorsa? ¿Cómo soñalas el paso si 
se representa solamento lo línea? 
nie, ¿En qué so desarrolla cada ospira de una línea helicoidal: cilíndrico y 
cónica! 

6. ¿Cómo so expresa la pendiente de una línea helicoidal cilíndrica? 

7... ¿Qué línea se forma en el plano perpendicular al eje de una Línea helicoi- 
dal cilíndrica si se construyen las trazas de las tangentes a esta línea? 
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SUPERFICIES CURVAS 


$ 49. CONOCIMIENTOS GENERALES SOBRE 
LAS SUPERFICIES CURVAS 


1. Podemos darnos idea de la superficie, considerándola como la 
parto común de dos zonas contiguas dol espacio. En la Goometría 
Descriptiva la superficie se define como la traza de una línea o de 
otra superficio en movimiento. La idea de superficie como el conjun- 
to do todas las posiciones consecutivas de cierta línea que se muevo 
en ol ospacio es cómoda para las construcciones gráficas Y. Claro 
está, que al representar una superficie nos limitamos a dibujar esta 
línea solamente en algunas de sus posiciones. 

La idea de la generación de la superficie como resultado del mo- 
vimiento continuo permite llamar a tales superficies cinemáticas ”. 

La línea que engendra la superficie, en toda posición de ésta so 
llama generatriz. Habitualmente, se señala toda una serie de posi- 
ciones de la generat; Se suele decir: «generatrices», «tracemos la 
generatriz», etc., comprendiendo bajo estas palabras las diferentes 
posiciones de la generatriz. La línea generatriz puede ser recta o 
Curva. 

Así pues, la superficie cinemática representa el lugar geométri 
o de las líneas que se mueven en el espacio con arreglo a cualquier 
ey. 











1 En esto caso, la línea quo gonera la suporficio puedo deformarse durante 
el movimiento. Entonces se habla de la superficie con +generatriz variable», 
Por ejemplo, la suporficio lateral do un cono circular se puede obtener girando 
una circunferoncia de modo tal, que su centro se desplace uniformemente on 
linea recta (por el eje del Eq) del vértice a la baso, y ultáneamento con 
este movimiento aumonta regularmente ol radío. 

% En el apartado de la Mecánica llamado e 
examina sólo desde el punto de vista geométric 
causas físicas o fuerzas quo lo provocan. 


13-891 








.omática», el movimiento so 
, independientemente de las 
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La superficie generada con arreglo a tal ley se llama regular, 
a diferencia de las irregulares (o aleatorias). 

2. La superficie que puede ser engendrada por una recta, se llama 
superficie reglada. La superficie reglada representa el lugar geomé- 
trico de líneas rectas. La superficie para la cual solamente la línea 
curva puede ser su generatriz, se llama superficie no regrlada (su- 
perficie curva) Y. 

En la fig. 310 se dan algunos ejemplos de superficies regladas. 
La superficie representada a la izquierda está generada por la recta 
AA+ que, permaneciendo constantemente paralela a la recta S,Sz, 
se desliza por cierta línea fija 7,7,T, llamada directriz. 








Fig. 310 


Es evidento que tal superficie se generará si se considera la lí- 
nea invariable 7,7,7, como generatriz cuyos puntos se desplazan 
por rectas paralelas a la línea directriz S1S,. Claro está que la curva 
deberá corresponder en todas sus posiciones a las condiciones de 
igualdad y paralelismo de las curvas, es decir, a la coincidencia de 
una con otra al ser superpuestas y al paralelismo recíproco de las 
tangentes trazadas a la curva en un mismo punto de ella en las posi- 
ciones consecutivas. 

La superficio representada en la fig. 310, a la derecha, está en- 
gendrada por una línea recta que, permaneciendo paralela al plano 
P, se desliza por dos directrices fijas: la recta SS, y la curva 7,74. 

Como ejemplo de superficie curva (no reglada) sirve la esfera (con 
otras palabras, superficie esférica). 














1 La denominación do «superficies regladas» so debe vincular con la idea 
do rectitud (crogla», etrazado de rectas con ayuda de una regla») y no con el tér- 
mino de «línoa». 
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3. Una misma superficie puede ser generada por el desplazamien- 
to de diferentes líneas y de acuerdo a distintas condiciones que debe 
cumplir la generatriz en su desplazamiento. Por ejemplo, la super- 
ficio lateral de un cilindro circular recto (fig. 311) puede ser exami- 
nada como el resultado de un desplazamiento determinado de la ge- 
neratriz (la recta A,4 ,) o como resultado del desplazamiento de una 
circunferencia cuyo diámetro se desplaza por la recta O,0,, y el 
plano determinado por esta circunferencia es perpendicular a 0,04. 
En la fig. 311 se muestra además la curva 7,7,7, en el mismo 
cilindro; todos sus puntos son equidistantes de la 
recta 0,0,. Podemos darnos idea de la generación 
do la superficie lateral de este cilindFo también 
como resultado del giro de la línea 7,7,T, al- 
rededor del eje 0,04. 

En general, las leyes de generación de una su- 
perficie pueden ser muy diversas; entro estas leyes 
y forma de las generatrices es deseable elegir las 
más simples o cómodas para la representación de 
las superficies y resolución de los problemas rela- 
cionados con las mismas. Si nos imaginamos un 
conjunto de generatrices rectilíneas y un conjunto , 
de generatrices de circunferencias (fig. 311), cada Fig. 314 
línea de un conjunto (de una «familia» de líneas) 
cortará a todas las líneas del otro conjunto (de la otra «familia» de 
líneas), como resultado de lo cual se obtiene la red (estructura) 
de dada superficie. Tal representación puede ser extendida también 
para otras superficies, 

4. Sobre el ejemplo de la superficie lateral del cilindro (fig. 
311) examinemos la generación de esta superficio como resultado del 
desplazamiento de una esfera cuyo centro C se mueve por la recta 
00. Aquí la generatriz no es una línea, sino una superficie (una 
esfera). La superficio obtenida (la superficie lateral del cilindro) 
envuelve a la superficie generatriz (a la esfera) en todas sus posi- 
ciones. Además, ambas superficies hacen contacto por una circun- 
forencia en cada posición de la esfera. 

Si el centro de la esfera se desplazase por cierta curva, entonces, 
claro está, se generaría otra superficie envolvente, y no la mostrada 
en la fig. 311 (véase la fig. 349). 

Así pues, la generación de una superficie puede ser examinada 
también como resultado del desplazamiento de cierta superficie gene- 
ratriz, con la particularidad de que ésta puede ser invariable o variar 
continuamente con arreglo a cualquier ley durante su movimiento, 

5. Algunas superficies curvas pueden ser desarrolladas de ta 
modo que todos sus puntos coincidan con un plano sin sufrir deforma- 
ción alguna (por ejemplo, discontinuidades, pliegues). Además, cado 
punto en el desarrollo corresponde al único punto de la superficie; 


13% 
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las líneas rectas pertenecientes a la superficie permanecen rectas; 
los segmentos de las rectas conservan su longitud; el ángulo formado 
por la líneas en la superficie se conserva igual al ángulo entre las 
correspondientes líneas en el desarrollo; el área de una zona cerrada 
cualquiera en la superficie conserva su magnitud dentro de la co- 
rrespondionte zona cerrada en el desarrollo. 

A tales superficies las llamaremos desarrollables. A éstas se re- 
fieren solamente las superficies regladas, y además, aquellas en las 
que las generatrices rectilíneas adyacentes son paralelas o se cortan, 
o son tangentes a cierta curva espacial. 

Todas las superficies curvas no regladas y aquellas regladas 
que no pueden ser desarrolladas sobre un plano so llaman alabeadas. 


$ 50. EXAMEN DE CIERTAS SUPERFICIES CURVAS, 
SU DETERMINACIÓN Y REPRESENTACIÓN 
EN EL DIBUJO 


Representar una superficie en el dibujo significa indicar los da- 
tos que permiten construir cada punto de esta superficie, Para ex- 
presar una superficie basta tener las proyecciones de la línea direc- 
triz e indicar cómo se construye la línea generatriz que pasa por 
cualquier punto de la directriz ". Pero si se le quiero dar a la repre- 

sentación mayor claridad y un ca- 

rácter más expresivo, se dibuja 

AS además el contorno de: la suporfi- 
UN cie, varias posiciones do la genera- 
triz, los puntos y líneas más impor- 








tanles de la superficie, etc. 


ER A. Superficies regladas desarrollables 


1. Cilíndricas y cónicas. La su- 
perficie cilíndrica se genera por 
una línea recta que conserva en to- 
das sus posiciones el paralelismo 
Fig. 312 a ciorta recta dada y que pasa con- 
seculivamente por todos los puntos de cierta curva que es la directriz 
(véase la 310, a la izquierda). 

La superficie cónica se genera por una línea recta que pasa por 
cierto punto fijo y consecutivamento por todos los puntos de cierta 
directriz curvilínea (véase la fig. 312). El punto fijo S se lama 
vértice de la superficie cónica. 





U Hacemos recordar, que so llama ángulo de dos curvas quo so cortan al 
ángulo entro Jas tangentos a estas curvas en el punto de su intersección. 

» En calidad do directriz frecuentemente so toma la línoa do intersección 
de la superficio dada con el plano X, 
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Si se aleja el punto S al infinito, la superficie cónica se trans- 
forma en cilíndrica. 

Las superficies cilíndricas y cónicas pueden intersecar al pla- 
no de proyección; se obtiene una línea llamada traza de la superficie 
en el plano de proyección dado. En la fig. 313 vienen dadas una su- 
perficie cilíndrica expresada por la curva directriz A,B,C, y la 
dirección de la generatriz $7, y una superficie cónica (a la derecha) 
expresada por la curva directriz K,M,N, y el vértice S. En ambos 
casos se han construido las trazas de las superficies sobre el plano H, 
es decir, las líneas que pasan por las trazas horizontales de las gene- 
ratrices de Ja superficie dada (las curvas a'b'c”, abc y k'm'n', kmn). 








Fig. 313 

La superficie cilíndrica puede ser dada por su traza sobre el plano 
H y la dirección de la directriz; la superficie cónica, por su traza 
sobro ol plano / y el vértico. Dándonos un punto sobre la traza po- 
demos construir la correspondiente generatiiz de la superficio. 

Para construir el contorno de una superficie cilíndrica o cónica, 
se debo señalar en cada uno de los planos de proyección las «genera- 
trices límitos» que delimitan la zona dentro de la cual se encuentra 
la proyección de la superficie. Así, por ejemplo, en la fig. 314, a la 
izquierda, se han señalado sobre la traza de la superficie cilíndrica 
los puntos por los que pasan las proyecciones de las generatrices 
límites: a”, a y b', b (para la proyección frontal) y e*, e y d', d (para 
la proyección horizontal). Con ayuda de estos límites y las líneas de 
interrupción se determinan los contornos de las proyecciones y 30 
realiza la delimitación de las partes vista y oculta de la superficie 
en las proyecciones (véanse las líneas llenas y de trazos en la fig. 314). 

En la fig. 314, a la derecha, se han efectuado construcciones aná- 
logas para una superficie cónica. Aquí, ambas proyecciones de la 
generatriz SB han resultado límites, una para la proyección frontal 
y la otra para la proyección horizontal del cono. 
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De acuerdo a las indicaciones generales (véase el comienzo de 
este parágrafo), los puntos en las superficies cilíndrica y cónica pue- 
den ser construidos con auxilio de las generatrices que pasan por los 
mismos, En algunos casos, al formular el problema, es necesario so- 
fialar si se considera el elemento buscado visto u oculto". 

En la fig. 314 so muestra la construcción de la proyección horizon- 
tal del punto £ perteneciente a una superficie cilíndrica y dado por 
su proyección e”; de acuordo con los datos del problema el punto 





Fig. 314 


E está oculto sobre el plano Y. Se da también un ejemplo de la cons- 
trucción de la proyección frontal del punto F perteneciente a una 
superficie cónica y expresado por su proyección /, con la condición 
de que este punto es visto sobre el plano 4. En ambos casos la cons- 
trucción se ha realizado con auxilio de la correspondiente genera- 
triz; la marcha de la construcción está indicada con flechas. 

Si la curva directriz (dispuesta en el espacio o que representa 
la traza de la superficie sobre el plano de proyección) se sustituyo 
por una quebrada inscrita en dicha curva, entonces la superficie 
cilíndrica se sustituye por una prismática, y la superficie cónica, 
por una piramidal (las caras de un ángulo poliédrico). Tal relación 
entre estas superficies se utilizará en las construcciones ulteriores 
(por ejemplo, al desarrollar las superficies cilíndricas y cónicas, 
véase ol $ 68). 

Las superficies cilíndricas se distinguen por la forma de la sec- 
ción normal, es decir, por la curva obtenida al intersecar esta supor- 

¡cie con un plano perpendicular a sus generatrices. 





» Talos indicaciones se hacen a veces tomando entre paréntesis la corres- 
pondiente proyección. Por ejemplo, (e') significa que el punto £ se encuentra 
on la parte de la superfície, considerada oculta sobre el plano Y 
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Destaquemos el caso cuando la sección normal de una superficio 
cilíndrica representa una curva de segundo orden". Tal superficie 
cilíndrica se refiere a las, superficies de segundo orden. Los puntos 
de cualquier superficie de segundo orden satisfacen en las coordena- 
dos cartesianas espaciales a la ecuación de segundo orden. Cualquier 
plano corta a tal superficie según una curva de segundo orden”. Una 
recta corta a una superficie de segundo orden siempre en dos puntos. 

Según la forma de su sección normal, el cilindro de segundo or- 
den puedé ser elíptico (en el caso particular, circular), parabólico 
e hiperbólico. La superficie lateral del cilindro circular recto, cono- 
cido de la Estereometría, es una superficie de segundo orden. De 
todos los cilindros mencionados, solamente en el circular se puede 
inscribir una esfera. 

Si la sección normal es una línea geométrica indefinida, entonces 
es un cilindro de forma general. 

La superficie cónica que se corta por un plano según una curva 
do segundo orden, es una superficie de segundo orden (cono de segun- 
do orden). 

En la Estereometría se examina el cono circular recto. Por su 
vórtice pasa una infinidad de planos de simetría de este cono. Estos 


s 


E 


1 
Fig. 345 
planos se cortan según una recta que es el eje del cono. En tal cono 
se puede inscribir una esfera. La superficie lateral de un cono circu- 
lar recto es una superficie de segundo orden. 

Claro está, que ol eje del cono circular puede ocupar cualquier 
posición con respecto a los planos de proyección, que se puedo llevar 
a la más simple (por ejemplo, a la perpendicular al plano H). 

En la fig. 315, a la izquierda, viene dado un cono que tiene un 
sistema de olipses semejantes y semejantemente situadas” (en la 


» Sobre las curvas de segundo orden véase el $ 21. 

2) Sobro los casos de intersección según rectas véase más adolante. 

» Son elipses semejantes y semojantemente situadas las elipses con ejes 
proporcionales y respectivamente paralelos. 
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fig. 315 estas elipses están situadas en planos paralelos al plano 
HH). A tal cono se le llama elíptico. Claro está, que en él, como en 
todo cono de segundo orden, las secciones producidas por planos 
que no pasan por el vértice son circunferoncias, elipses, parábolas 
e hipérbolas, y cada una de estas líneas puede ser adoptada como 
directriz. Por esta razón, la denominación de «elíptico» no debe 
comprenderse como indicación de que es preferible elegir la elipse 
en calidad de directriz. 

Podemos darnos idea del cono elíptico considerándolo como un 
cono circular recto transformado mediante su compresión regular en 
el plano de la sccción axial. Sobre las 
secciones circulares de tal cono vóase el 
A $ 68. 

El cono representado en la fig. 315, 
a la derecha, tiene como base un círcu- 
lo, lo mismo que el cono circular reclo, 
pero la proyección del vértice sobre el 
plano de la baso no coincide con el cen- 
tro del círculo. Tal cono se llama circular 
oblicuo. Intersecando su superficio lateral 
con planos paralelos al plano de la base 
obtenemos circunferencias cuyos centros 
están situados sobro la recta que pasa por 
el vértice y el centro de la baso del cono 
4 (en la fig. 315 la recta SC). 

142 As 2. La superficie llamada superficie con 

Fig. 316 arista de retroceso se engendra por el mo- 

vimiento continuo de una generatriz recti- 

línea que hace contacto on todas sus posiciones con cierta curva espa- 

cial. Esta curva espacial es la generatriz de la superficie y se llama 
arista de retroceso. 

Tal superficie se muestra en la fig. 316; sus generatrices 4,41, 
A»A., etc. son tangentes a la curva espacial MA. La arista de retro- 
ceso divide a la suporficie en dos cavidades (lo quo corresponde a la 
división de cada tangonte en su punto de contacto en dos partes). 

Evidentemente, dándose las proyecciones de la arista de rotro- 
(eso so puede expresar la superficie en el dibujo. Por ejemplo, Lo- 
mando una línea helicoidal cilíndrica (véase el $ 48) en calidad de 
urista de retroceso y trazando una serie de tangentos a ésta dofini- 
mos la superficie, y si el eje do la línea helicoidal se dispone per- 
pondicularmente al plano H, la superficie engendrada representará 
una superficie de igual pendiente (con respecto al plano //), puesto 
que todas las tangentes a la línea helicoidal cortan al plano 4 bajo 
un mismo ángulo (véase la pág. 188). El 
(de una de sus cavidades) se muestra en la fig. 
ABC de la línea helicoidal cilíndrica sc han trazado unas cuantas 
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tangentes con auxilio de la evolvente aZ¿2.3,4, como el lugar goo- 
métrico de las trazas horizontales de las tangentes (véase la fig. 306). 
El elemento construido de la superficie está dirigido con su convexi- 
dad hacia el observador. 

En la misma figura se muestra la construcción de la proyección 
k' del punto K perteneciente a la superficie dada, con ayuda de la 
proyección k. Trazando por el punto k una tangente a la semicir- 
cunferencia abc, por medio de los puntos 4, y 4 hallamos sus proyec- 
ciones frontales 4, y 4' y, al mismo 
tiempo, la proyección de la tangento 
en la que está situado el punto K. 
La línea de referencia trazada a partir 
del punto / determina la proyección 
buscada k'. 

Si fuese dada la proyección frontzl 
de cierto punto perteneciente a la 
superficie dada y se exigiese hall. 
su proyección horizontal, sería nece 
sario trazar al nivel de la proyección 
frontal dada un plano y cortar a ésto 
con una superficie (sobre la intersec- 
ción de suporficio y plano véase más 
adelante el $ 55 y otros). La proyec- 
ción horizontal buscada del punto do- 
berá pertenecer a la proyección hori- 
zontal de la línea de corte. En el caso 
en cuestión se debería tomar un plano 
horizontal secante; este plano cortará 
a la superficie que se oxamina según 
la evolvente. 

Las superficies cilíndrica y cónica Fig. 317 
pueden ser consideradas como engen- 
dradas de una superficie con arista de retroceso con la condición 
de quo la arista de retroceso representa un punto, en el primer caso 
infinitamente alejado, y en el segundo, situado a una distancia finita, 

En el caso de una curva plana como superficie directriz, deter- 
minada por las tangentes a tal curva, representa un plano. 

Al intersecar una superficie con arista de retroceso por un plano 
que no pasa por la generatriz, se obtiene una curva con punto de re- 
troceso (véaso la pág. 200) situado sobre la arista de retroceso. Do 
aquí la denominación de «arista de retroceso». 








B. Superficies regladas alabeadas 


1. Superficies con plano de paralelismo. 1.1. Cilindroides y conot- 
des. La superficie llamada cilindroide se genera al desplazarse una 
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recta que conserva en todas sus posiciones el paralelismo con cierto 
plano dado («plano de paralelismo») y que corta a dos líneas curvas 
(a dos directrices). 

Si las directrices son curvas planas, entonces, claro está, no de- 
ben ser coplanares, 

En la fig. 318 se muestra un cilindroide engendrado por el mo- 
vimiento de la recta 4D por las directrices ABC y DEF paralelamente 
al plano de paralelismo P (en este caso, un plano proyectante hori- 
zontal). Como se ve, para la construcción del dibujo se debían tener 
dadas las proyecciones de las directrices y la posición del plano do 
paralelismo. 





Fig. 318 


La superficie llamada conoide se engendra por el movimiento de 
una recta que conserva en todas sus posiciones el paralelismo con 
cierto plano dado («plano de paralelismo») y que corta a dos directri- 
ces, una de las cuales es curva y la otra es una recta (si la curva es 
plana, ella no deberá pertenecer a un mismo plano que la segunda 
generatriz recta). 

El conoide se muestra en la fig. 319. En calidad de plano de pa- 
ralolismo se ha tomado el plano H. La generatriz (una recta) corta 
a la curva APB y a la recta CD, situada en este caso perpendicular- 
mente al plano HP». 

Todo plano paralelo al «plano de paralelismo» corta al cilindroido 
y al conoido según una recta. De aquí que, si se exigo construir una 
goneratriz cualquiera del cilindroide o del conoido, hay que trazar 
un plano, correspondiente al problema, que sea paralelo al plano de 


% Son conoides, por ejemplo, las superficies SACDS y SBCDS en la fig. 265, 
que, Junto con los triángulos ASB y ABC, delimitan al cuerpo representado en 
igura, 
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paralelismo, hallar los puntos de intersección de las directrices de la 
superficie con este plano y por estos puntos trazar una recta que será 
la generatriz buscada. En el caso particular representado en la fig. 319, 
para construir la generatriz del conoide, que pasa por el punto Z de 
la recta directriz, se puede prescindir del plano secanto auxiliar, pues- 
to que la proyección frontal de la generatriz deborá ser paralela al 
eje z. Basta trazar e'f'llx, con ayuda del punto /” hallar el punto f y 
la proyección horizontal ef. 

En la fig. 318, a la dorecha, so muestra la detorminación de 
la proyección k” del punto K perteneciente a un cilindroido, si está 
dada la proyección %. Por el punto k se ha trazado un plano (no se 








Fig. 319 


muestra en el dibujo) paralelo al plano de paralelismo P. Como re- 
sultado de la intersección obtenemos la recta con las proyecciones 
1—2, 12 y la proyección k' sobre 12. 

Si viene dada la proyección frontal de un punto cualquiera por- 
tencciente a un cilindroide y hay que hallar su proyección horizontal 
se procede como fue explicado en esta página, a saber: so traza cierto 
plano que corto al cilindroido de tal manera que el punto se encuentro 
en este plano. Por ejemplo, el cilindroide representado en la fig. 318 
so debería cortar con un plano horizontal al nivel de la proyección 
frontal dada del punto, construir la proyección horizontal do la línea 
de intersección y en ella la proyección horizontal buscada del punto. 

De modo análogo se debe procedor en el caso de la construcción 
do las proyecciones de un punto en el conoido. 

1.2. Paraboloide hiperbólico (plano oblicuo). En la fig. 320 se da 
el dibujo de la superficie llamada plano oblicuo o paraboloide hiper- 
bólico. La generación de esta superficie puede ser considerada como 
resultado del movimiento de una generatriz rectilínea por dos direc 
trices (dos rectas que se cruzan) paralelamente a cierto plano do 
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paralelismo. En la fig. 320 el plano de paralelismo es el plano do 
proyección 1, y las directrices, las rectas AB y CD. 

En la misma figura se muestra la construcción de la proyección 
K con auxilio de la proyección fronta) dada X' del punto perteneci 
te a un plano oblicuo. La tarea se reduce al trazado de la proyección 

















Fig. $20 


frontal m'n' de la generatriz al nivel del punto k correspondientomen- 
to al plano de paralelismo dado. 
Si so conociese la proyección k, entonces, para hallar la proyec- 
ción k' habría que trazar cierto plano secante de tal modo que pasa- 
ra en el espacio por el punto K, 
es decir, proceder así como fuo 
expuesto más arriba para la 
superficie con curva de retroceso 
(pág. 201). 


Eo ln Geometría Analítica so 
que ol paraboloido hiper- 
puede ser también obtenido 
como resultado de tal movimiento de 
la parábola 08, (fig. 321), cuando 
su ojo de simetría permanece” paralelo 
al ejo z, el vértice se desplaza por la 
parábola AOA, y el plano do la parábola 
BOB, pormaneco paralelo al plano 102, 
En la intersección del paraboloido hiperbólico con un plano paralelo a 20y so 
obtiono uno hipérbola (al tal plano pasa por el vértico Ó, el paraboloido hip 
bólico se corta según dos rectas que pasan por el punto 0). Los planos par 
lelos a 202 y /z cortan al paraboloide híperbólico según parábolas. Con esto 
está relacionada la denominación de la superficie «paraboloide hiperbólico» 











En la fig. 322 viene representado un plano oblicuo gonerado por 
el movimiento de la generatriz rectilínea AB por la rectas que se 
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cruzan AD y BC, dispuestas en planos recíprocamente paralelos, 
siendo dado el plano de paralelismo P. Evidentemente, se obtendrá 
la misma superficie, si en calidad de generatriz se toma la recta AD 
y se lo hace desplazarse por las directrices AB y CD paralelamente 
al plano P,. De aquí se desprende que por cualquier punto dle wn 
plano oblicuo se pueden trazar dos rectas pertenecientes a este plano. 

En la fig. 322 se ve una parábola correspondiente a la parábola 
AOA, mostrada en la fig. 321. También se ha construido una pará- 
bola obtenida al intersecar un paraboloide hiperbólico con un plano 
de porfil que pasa por los puntos B y D (en la fig. 324, la parábola 
BOB). Para construir la hipórbola según la cual el plano H corta 





Fig. 322 


al paraboloide hiperbólico (fig. 322), hay que hallar las trazas ho- 
rizontales de las generatrices, como se muestra en la 322 para 
algunas de ollas. ; 

Así pues, para las superficies ezaminadas (cilindroide, conoide 
y paraboloide hiperbólico) la generatriz es una recta que debe cortar 
al mismo tiempo a dos directrices y permanecer constantemente 
paralela a cierto plano, con la particularidad de que las posiciones 
de estas directrices y del plano de paralelismo deben permanecer 
invartables. 

2. Superficies con tres directrices. 2.1. HTiperboloide de una hoja. 
So llama hiperboloide de una hoja a la superficie engendrada por el 
movimiento de una recta que corta simultáneamento a tres rectas 
que se eruzan (directrices) Y. 











2 Si todas las directrices son paralelas a un puso: entonces la gonuratriz, 
al moverso por estas directrices, engendra un paraboloide hiperbólico, 
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si 323) en una de las tres rectas que se cruzan dadas (en la 
recta 1) se toma un punto Á, y se traza por este punto y cada una de 
las dos rectas restantes (la 77 y la 177) los planos Q y P, entonces 
estos planos se cortarán según una recta que pasará por el punto Ay 
y que cortará a la recta 17 en el punto K, y a la recta 717 en el punto 
K4. Si en calidad de puntos de partida se toman todos los puntos de 
la recta / y para cada uno de éstos se construyen por el procedimiento 
indicado tales rectas como 4K,, ..., éstas generarán una superficio 
Mamada hiperboloide de una hoja. 


D, 





En la práctica so toma una serio de puntos 
do la recta / y so construyen las genoratricos 
correspondientes. En la fig. 323 hubiera basta- 
do con la construcción de un solo plano, por 
ejemplo, el plano Q de la recta 77 y hallar el 
punto de totermeción Ka de la recta 177 con el 
plano O, 

En la Geometría Analítica se demuestra 
quo el hiporboloide do una hoja puedo ser tar= 
bién obtenido como resultado del movimiento 
de una olipso que so deforma (fig. 324, a la 
izquierda) cuyo plano permaneco paralelo al plano 
794, y los extremos de cnyos ejes o deslizan por 
hipérboles situadas on los planos 20: y yOz. 
En la fig. 324, a la derecha, so muestra un 
Fig. 323 perboloido de una hoja con las generatrices rec- 















Fig. 324 


tilíneas trazadas en él. Si so sustituye la elipse por una circunferencia defor» 
mada, ambas hipécbolas directrices serán iguales. En esto caso, la superficio 
so llama kiperdoloide de revolución de una hoja (véase más adelante el $51). 


Por cualquier punto de un hiperboloide de una hoja se pueden 
trazar dos rectas pertenecientes a esta superficie. Antes esto fue 
señalado para el paraboloide hiperbólico. 
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En la fig. 325 está representado un hiperboloide de una hoja dado 
por tres rectas que se cruzan de posición arbitraria. Una de estas 
rectas está situada perpendicularmento 
al plano H. Tal posición siempre se 
puede obtener, por ejemplo, por el 
método de cambio de los planos de 
proyección. En dicha figura se muestra 
la construcción de la proyección frontal 
K' del punto K perteneciento al hiper- 
boloide de una hoja y dado por su pro- 
yección horizontal A. Trazando por los 
puntos a y k una recta (la proyección 
horizontal de la generatriz), con 
auxilio de los puntos d y f construi- 
mos las proyecciones d' y f', lo que 
determina la proyección frontal de 
esta generatriz, y en ella el punto 
buscado A”. 

Si en vez de la proyección hori- Fig. 325 
zontal se da la proyección frontal del 
punto K perteneciente a un hiperboloide de una hoja y, además, 
ninguna de las directrices es perpendicular al plano V, entonces so 
debe intersecar el hiperboloide de una hoja con un plano que paso 
por el punto X, como ya se dijo más arriba. 

2.2. Cilindro oblicuo con tres directrices. Se Mama cilindro obli- 
cuo con tres directrices la superficio generada por el movimiento 
de la recta generatriz por tres directrices, de las cuales por lo menos 
una es curva, 

Si las generatrices son rectas' que se cruzan, se obtione el hiper- 
boloide de una hoja examinado más arriba (pág. 205). Es posible 
el caso cuando una de las directrices sea una curva plana. Esta no 
debo estar situada en un mismo plano con ninguna de las rectas que 
so cruzan, que son las otras dos directrices. Si dos de las directrices 
son curvas y la tercera recta, entonces tal cilindro oblicuo se llama 
conosoide. Un ejemplo se da en la fig. 326. El conosoide viene dado 
por dos curvas situadas en los planos de perfil y la recta AB perpen- 
dicular al plano A. Las proyecciones horizontales de las generatrices 
pasan por el punto a (5). Las proyecciones frontales de las generatri- 
ces cortan a la proyección a'b” en distintos puntos. En la fig. 326 so 
muestra la construcción de las proyecciones frontal y de perfil del 
punto X perteneciente al conosoide y dado por su proyección k: por 
los puntos a y k se ha trazado la proyección de la goneratriz, se han 
construido las demás proyecciones de esta generatriz, y sobre ellas, 











» Sobre la construcción do las generatrices de un cilíndro oblicuo con tres 
directrices véaso el $ 63, 
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las proyecciones k' y k”. Si viene dada, por ejemplo, la proyección 
K' y hay que hallar la proyección k, entonces se utiliza la correspon- 
diente sección de la superficie, como se dijo sobre esto en la 
pág. 201. 

Los cilindros oblicuos con tres directrices tienen amplia aplica- 
ción en la práctica (al diseñar hélices, superficies de la carrocería 
de los automóviles y otras). 

Así pues, para las superficies examinadas (hiperboloide de una 
hoja y cilindro oblicuo con tres directrices) la generatriz es una recta 
que debe intersecar simultáneamente tres directrices fijas. 





E. > 

a 2 A gr 

3 ya 
ve ¿£ 





> 


Pig. 320 


C. Superficies curvas no regladas 


1. De segundo orden. Más arriba se examinaron las superficies 
regladas de segundo orden: cilindro, cono, paraboloide hiperbólico 
y el hiperboloido de una hoja. Ahora examinemos las démas superfi- 
cios de segundo ordon, las curvas: elipsoide, paraboloide elíptico y el 
hiperboloide de dos hojas. 

1.1. Elipsoide. El elipsoido puede ser obtenido como resultado 
del movimiento de una elipse deformable ACBD (fig. 327) cuyo plano 
queda paralelo al plano zOy y los extromos do cuyos ejes se deslizan 
por las elipses AZBF y CEDF. Si en este elipsoide los tres diámetros 
AB, CD y EF no son iguales entre sí, entonces el elipsoide se llama 
triazial; si dos de ellos son iguales entre sí, pero no son iguales 
al tercero, entonces se obtione un clipsoide de revolución achatado 
o estirado (véase el $ 51); si AB=CD=EF, se obtiene una esfera. 
Al intersecar el elipsoide con cualquier plano se obtiene una elipse; 
on casos particulares, una circunferencia. 
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Fig. 327 


4,2. Paraboloide elíptico. El paraboloide elíptico puede ser ob- 
tenido como resultado del movimiento de la elipse deformable ABCD 
(fig. 328) euyo plano queda paralelo al plano Oy y los extromos do 
cuyos ejes se deslizan por las parábolas 
AOB y COD. Al cortar un paraboloide elíp- 
tico con diferentes planos pueden obtenerse 
solamonte elipses (en algunos casos, circun- 
ferencias) y parábolas, con la particula- 
ridad de que las últimas se obtienen en el 
caso de planos secantes paralelos al eje del 
paraboloide_elíptico. Si se sustituye la 
elipso ABCD por una circunferencia defor- 
mablo, entonces, ambas parábolas AOB_ y 
DOC serán iguales. En este caso la suporficio 
se Mama paraboloide circular o paraboloide 
de revolución (véase el $ 51). 

1.3. Hiperboloide de dos hojas. El hiper- 
boloide de dos hojas (fig. 329) consta de dos 
partes (hojas) que se extienden al infinito. Fig. 329 
Cada una de estas hojas puede ser obte- 
nida como resultado del movimiento de una elipse deformable 
(4,C,B,D, y A,C,B.D,) cuyo plano queda perpendicular al eje de 
la 'superficie 0,0, y los extremos de cuyos ejes se deslizan por dos 
hipérbolas. Si sustituimos la elipse por una circunferencia defor- 
mable, ambas hipérbolas 4,0,B, y C,O,D, serán iguales. En esto 
caso la superficie se lama hiperboloide de revolución de dos hojas 
(véase el $51). 

En las secciones producidas en el hiporboloide de dos hojas por 
diferentes planos, pueden obtenerse elipses (en casos particulares, 
circunferencia), hipérbolas y parábolas. 


14—891 
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2. Ciclicas. La superficie cíclica se genera por una circunferencia 
de radio variable cuyo centro se desplaza por una curva cualquiera. 
Destaquemos el caso de generación de una superficie cíclica, cuando 
el plano de la circunferencia generatriz queda perpendicular a la 
£urva directriz dada por la que se mueve el centro de la circunferen- 
cia. Tal superficie se'suele llamar estriada. Podemos darnos una idea 
de la superficie estriada considerándola también como una envol- 
vente de la familia de las esferas de diámetro variable cuyos centros 
se encuentran en cierta curva directriz, El radio de la circunferencia 
generatriz o de la esfera generatriz puede ser constante. La superficie 
generada por el movimiento de tal circunferencia por cierta curva 
directriz o al envolver todas las posiciones consecutivas de la esfera 
generatriz cuyo centro realiza semejante movimiento, se llama tu- 
bular, Como ejemplo de su aplicación en la técnica pueden servir los 
compensadores en las tuberías”. 

La curva directriz para una superficie tubular puede ser una 
línea helicoidal cilíndrica; en este caso tendremos una superficie 
helicoidal tubular. Véase un ejemplo en la fig. 349: la superficio 
del alambre de sección circular enrrollado en el tubo. Es también 
una superficie helicoidal tubular la superficie de un muelle cilín- 
drico con sección circular de sus espiras. 

Las superficies cíclicas de diferentes tipos se aplican, por ejemplo, 
en las tuberías de gas, en las turbinas hidráulicos y en las bombas 
centrífugas. Si en vez de una directriz curva tomamos una recta, la 
superficie estriada so transforma en una superficie de revolución 
(véase el $51), en particular, en cónica, y la superficie tubular, 
siendo la directriz recta, se transforma en una superficie del cilindro 
de revolución. 





D. Superficies dadas por su estructura 


Se llama superficie dada por su estructura a la suporficio dada por 
cierta cantidad de líneas pertenecientes a esta superficio. En particu- 
lar, podemos imaginarnos un grupo de ciertas curvas planas, cada 
una de las cuales está dispuesta en planos paralelos entro sí, 
y otro grupo de líneas que cortan a las del primer grupo; on la inter- 
sección se genera la estructura de la superficie. 

La superficie dada por su estructura no se puede considerar como 
completamente determinada: pueden haber superficies con una misma 
estructura, pero que se distinguen algo una de la otra. 





1 Dispositivos para absorber las variaciones de longitud de la tuboría en 
el caso de oscilación considerable de la temperatura. 
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Como ejemplo de superficies estructurales pueden servir las su- 
porficies de los cascos de los barcos, de los aviones y de los auto- 
móviles. 


E. Superficies gráficas 


Toda superficie puede ser dada gráficamente". Pero, para unas 
superficios las generatrices y las directrices están geométricamonto 
determinadas y la generación de la superficie está sometida a cierta 
ley, para otras estas condiciones no existen. En el último caso las 
superficios se dan solamente con ayuda del dibujo lineal valiéndose 
de cierta cantidad de líneas que deberán pertenecer (según la idea 
durante el diseño) a tal superficie o que se revelan en la superficie 
existente. 

A tales superficies se les suele llamar superficies gráficas. 

A esta clase de superficies pertenece también la superficie llamada 
topográfica, es d la supe terrestre desdo el punto de vista 
de su representación. El relieve de la superficie terrestre se reprodu- 
ce con líneas (horizontales) obtenidas al intersecar a esta superficie 
con planos horizontales. 





PREGUNTAS A LOS $5 49 Y 50 


1: ¿Qué significa superficie? 
2. ¿Cómo se gonora la superficio llamada cinemática? 
3. ¿Qué significa línea, goneratriz de wma suporficio? 
¿En qué co diforoncia entre las suporficios reglada y no reglada? 

¿Puedo toner gendrada en calidad de generatriz no una 
ino una superficie? 
6. ¿A qué so le llama línea directriz? 

7. ¿Cuélos superficies so refieren a las alobeadas (no desarrollablosy? 

8: ¿Qué signilica representar una suporticio en el dibujos? 

9. ¿Cómo so goneran las superficios cilínd :Ónica, con arista do rotro- 
coso y cómo so ropresontan en. el dibujo? 

0. ¿Qué significa superficio de segundo orden y qué líneas so producon en 
la interscoción de esta superficie con planos? 

11. ¿Cómo so distinguen las superficies cilíndricas? 

12. ¿A cuál cono se lo llama olíptico y a cuál, oblicuo circular? 

13. ¿Por qué se expresa la superficie con arista de retroceso en el dibujo? 
¿Cómo, además do «superficio con arista de retroceso» se le suelo llamar a esta 
superficie? 

44. ¿Cómo so gonoran las superficies con plano de paralelismo? 

13: ¿Cuáles líneas son las directrices en el cilindeoido y en el concide? 

19: ¿Cómo se genera la superficie oblicua (el paraboloido hiperbólico)? 

17. ¿Según cuáles líneas so corta el paraboloido hiperbólico por planos pa- 
ralelos a los planos de coordonpdas? 

18. ¿Cuántas rectas pertenecientes al paraboloido hiperbólico se pueden tra- 
zar por cada uno de sus puntos? 

19. ¿Cómo se genera ol hiperboloíde de una hoja? 

20. ¿Cuóntas rectas pertenecientes al hiperboloide de una hoja so pueden 
trazar por cada uno de sus puntos? 





























» Es decir, con auxilio del dibujo lineal. 
14+ 
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sec. ¿Cómo so genera la superficio llamada cilindro oblicuo con tres direc- 
trices' 
22. ¿En cuál caso el cilindro oblicuo con tres dirertrices se Mama conosoide? 
23. Enumeren las superficies regladas y curvas de segundo orden, 
24 ¿Euedo sor oxaminada la esfera como un olipscido ¿E en cuál caso? 

3 lo 


¿Cuálos curvas so obtienen al intersecar un olipsoido con planos? 

25: ¿4 qué so lo llama paraboloido elíptico? 
20n Ei ¿Cuéles curvas so obtionen al intersecar un parabololdo elíptico con 
planos? 


28, ¿Cuáles curvas so obtionen en la intersección de un hiperboloide de dos 
hojas con planos? 
29, ¿Cuáles superficies se llaman cíclicas? 


$ 51. SUPERFICIES DE REVOLUCION 


En el grupo de superficies curvas (regladas y no regladas) se 
incluyen las superficies, ampliamente difundidas en la práctica, la- 
madas de revolución. So llama superficie de revolución a la superficie 
engendrada por el movimiento de cualquier línea generatriz que 

A gira alrodedor de una recta fija la- 
a lo mada eje de la superficie". 

La superficie de revolución pue- 
de ser dada por la generatriz y 
la posición del eje. En la fig. 330 
se muestra dicha superficie. Aquí 
como generatriz sirve la curva ABC 
y como eje la recta OO, dispuesta 
= en un mismo plano con la curva 
ABC. Cada punto de la generalriz 
describe una circunferencia. De este 
modo, el plano perpendicular al eje 
de la superficie de revolución corta 
a esta superficie según una circun- 
ferencia. Estas circunferencias se 
llaman paralelos. El mayor de los 
paralelos se llama ecuador, y el 

menor, cuello de la superficie”. 
Al plano que pasa por el eje 
de la superficie de revolución so 
le llama plano meridional. La línea de intersección de una superficie 
de revolución con el plano meridional se llama meridiano de la super- 

ficie. 


sajo > Durante la generación de la superficio de revolución el ejo permanece 
1 











Fig. 330 


» Más exactamento, so llama ecuador a aquel de los paralelos que es mayor 
quo los paralelos vocinos a éste a ambos lados-del mismo, considerados hasta el 
pimer cuello; cuello es el menor de los paralelos vecinos hasta el primer conador, 

e aquí se despreade que la superficic de revolución puede tener unos cuantos 
ecuadores y cuellos. —* 
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Se puede llamar vértice de la superficie de revolución al punto 
de intersección del meridiano de esta superficie con su oje, si en la 
intersección no se forma un ángulo recto. 

Si el eje de la superficie de revolución es paralelo al plano V, 
el meridiano situado en el plano paralelo al Y se llama meridiano 
principal. En tal posición, el meridiano principal se proyecta sobre 

lano V en verdadera magnitud. Si el eje de la supe de revo- 
lución es perpendicular al plano 47, el contorno de la proyección hori- 
zontal de la superficie es una circunferencia. 

Lo más conveniente desde el punto de vista de la representación 
es que el ejo de la superficie de revolución sea perpendicular al 
plano H, al V o al W. 

Algunas superficies de revolución representan casos particula- 
res de las superficies examinadas en el $50. Tales son: 1) el cilin- 
dro de revolución, 2) el cono de revolución, 3) el hiperboloi- 
de de revolución de una hoja, 4) el elipsoide de revolución, 5) el 
paraboloide de revolyción, 6) el hiperboloido de revolución de dos 
hojas. 

Para el cilindro y el cono de revolución los meridianos son rectas; 
en el primer caso, paralelas al eje y equidistantes de éste, en el se- 
gundo caso son rectas que cortan al eje en un mismo punto y bajo 
un mismo ángulo al mismo. Puesto que el indro y el cono de ro- 
volución son superficies que se extienden infinitamente en dirección 
de sus generatrices, en las representaciones éstos se delimitan gene- 
ralmente por algunas líneas, por ejemplo, por las trazas de estas 
superficies en los planos de proyección o por uno de sus paralelos. 
El cilindro circular recto y el cono circular recto, conocidos de la 
Estoreometría, están limitados por una superficie de revolución y 
planos perpendiculares a sus ejes. Los meridianos de tal cilindro 
son rectángulos, y los de dicho cono son triángulos. 

Para el hiperboloide de revolución el meridiano es una hipérbola, 
con la particularidad de que si el eje de giro es el eje real de la hipér- 
bola, entonces se engendra un hiperboloide de revolución de dos 
hojas, y si se hace girar la hipérbola alrededor de su eje imaginario, 
se engendra un hiperboloide de revolución de una hoja. 

El hiperboloide de revolución de una hoja puede ser también en- 
gendrado por el giro de una recta cuando la generatriz y el eje de 
giro son rectas que se cruzan. En la fig. 334 se muestra un hiperbo- 
loide de revolución de una hoja engendrado por el movimiento de la 
recta AB que gira alrededor del eje indicado y limitado por dos para- 
lelos; la circunferencia descrita desde el centro O, es el cuello de la 
superficie. 

En el hiperboloide de revolución de una hoja se pueden trazar 
generatrices rectilíneas en dos ciones, por ejemplo, así como 
se muestra en la fig. 331, y con inclinación hacia el lado contra- 
rio bajo el mismo ángulo al eje. 
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Además de las rectas en esta superficie pueden haber hipérbolas 
y cirounterencias: las hipérbolas como consecuencia de la intersec- 
ción con planos que pasan por el eje del hiperboloido, y las circun- 
forencias como resultado de la intersección con planos perpendicula- 
res al eje. 

En la fig. 331, a la derecha, se muestra la construcción de la 
proyección frontal del hiperboloide de revolución de una hoja con 
ayuda de su eje y su generatriz. Primeramente se ha hallado el radio 








Fig. 331 


del cuello de la superficie. Para ello se ha trazado la pérpendicular 
0, 1 a la proyección horizontol de la generatriz. Con esto queda de- 
terminada la proyección horizontal de la perpendicular común a la 
generatriz y al ejo. La magnitud verdadera del segmento expresado 
por las proyecciones 0;1' y 0, 1 es igual al radio del cuello de la 
superficio. Á continvación al girar los puntos con las proyecciones 
2", 2; 3”, 3; al y a se han llevado al plano P paralelo al Y, lo que 
da la posibilidad de trazar la línea de contorno de la proyección 
frontal del hiperboloide. Su proyección horizontal representará tres 
cireunferencias concéntricas. 

Para el paraboloide de revolución el meridiano es una parábola, 
cuyo eje es el eje de la superficie. 

Para el elipsoide de revolución el meridiano es una elipse. La su- 
perficie puede ser engendrada girando la elipse alrededor de su 
ejo mayor (elipsoide de revolución «estirado»; fig. 332, a la izquierda) 
o alrededor de su ojo menor (elipsoide de revolución «comprimido»; 
fig. 332, a la derecha). El elipsoide de revolución es una superficio 
delimitada; se puede representar totalmente. También se puedo re- 
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presentar totalmente la esfera. Para la esfera, el ecuador y los meri- 
dianos son circunferencias iguales entre sí. 

Prestemos atención una vez más a que las superficies de revolu- 
ción como el cilindro, el cono y el hiperboloide de una hoja son re- 
gladas, es decir, pueden ser engendradas por el giro de una recta”, 
Pero el elipsoide, el hiperboloide de dos hojas y el paraboloide se 
generan por el giro no do una recta, sino de una elipse, una hipérbola 
y una parábola, eligiendo el eje de giro de tal modo que la curva ge- 
neratriz se disponga simétricamente respecto de este eje. Lo mismo 




















Fig. 332 


so puede decir respecto al hiperboloido de revolución de una hoja si 
so gonera como resultado del giro de una hipérbola alrededor de su 
ejo imaginario. 

Dado que el ejo de giro se cligo coincidente con el eje de simetría 
de la elipso, parábola e hipérbola, la elipse y la hipórbola engendran 
dos superficies cada una, por el hecho de que ambas curvas tienen 
dos ejes de simetría, mientras que la parábola genera una sola su- 
perficio, por tener un solo eje de simetría. Por consiguiente, cada 
superficie ongendrada se obtiene solamente mediante el giro por un 
solo procedimiento, mientras que la esfera, que se puede considerar 
como un elipsoide cuando los ejes mayor y menor de la elipse genera- 
triz son iguales, que se transforma en este caso en una circunferen: 
cia, puede ser engendrada por el giro por más de un procedimiento: 
la circunferencia generatriz es simétrica respecto de cada uno de sus 
diámetros. 











» La ley do disposición do las generatrives rectilíneos, del hiperboloido de 
revolución de una hoja se emplea en la construcción conocida bajo cl nombro de 
«Torro do Shújov». Shújov (18531939) es uno de los eminentes ingenieros rusos. 
La «Torre de Shújov» se emplea en los mástiles de transmisión, en las torres con 
tanque de agua, eto, 
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Al girar la circunferencia (o su arco) alrededor del ejo situado 
en ol plano de esta circunferencia, pero que no pasa por su centro, 
se ohtione una superficie llamada toro. Se llama también toro al 
cuerpo delimitado por la superficie tórica, 

Se distinguen (fig. 333): 4) el toro abierto, de otra manera corona 
circular, 2) el toro cerrado, 3) el toro que corta a sí mismo. En la fig. 333 








Fig. 333 


todos ellos se ropresertan en la posición más simple: el eje dol toro 
es perpendicular al plano de proyección, en el caso dado al plano H. 

Como generatriz para el toro abierto y el toro cerrado sirvo la 
circunferencia; para el toro que corta a sí mismo, el arco de circun- 
forencia. En los toros abierto y cerrado se pueden inscribir esferas. 








Fig. 334 


E) toro puede ser considerado como una superficie que envuelve esfe- 
ras iguales, cuyos centros se encuentran en la circunferencia. 

El toro tiene dos sistemas de secciones circulares: en los planos 
perpendiculares a su eje y en los planos que pasan por el eje del toro, 


La superficie Mamada toro se encuentra muy frecuentemente en la construc- 
ción de maquinaria y en la arquitectura, En la ig. 334, a la izquierda, se repro» 
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senta una pieza cuya superficie de revolución contiene un toro que corta a sí 
mismo y un toro abierto derecha, se muestra esquemáticamente la supor- 
ficie de paso de una bóveda cilíodrica a otra que tiene la forma de toro cerrado 
con el eje 00,. 





Entro las superficios de revolución señalemos además ol catenoide. 
Esta suporficie se genera por una vuelta completa de la línea de ca- 
dena” alrededor del eje horizontal que so encuentra en un mismo 
plano con dicha línea. 


La posición de un punto en la superficie de revolución queda de- 
terminada con ayuda de una circunferencia que pasa por este punto 
sobre la superficie de revolución. 

Poro esto no excluye la posibilidad de emplear generatrices rec- 
tilíneas on el caso de superficies de revolución regladas, semojan» 
tomonte a como so muestra en la fig. 314 para los cilindros y conos 
do forma general. 

En la fig. 330 se muestra el empleo de los paralelos para la cons- 
trucción de las proyecciones de un punto perteneciente a la super- 
ficie de revolución dada. Si se conoce la proyeccion m”, entonces 
trazamos la proyección frontal /'f; del paralelo y luego con el radío 
R=0;f' describimos una circunferencia (la proyección horizontal 
del paralelo) y sobre ésta hallamos la proyección m. Si se conociera 
la proyección m, sería necesario trazar con el radio R=0m una cit- 
cunferencia y con ayuda dol punto f hallar f' y trazar 7”, que es la 
proyección frontal del paralelo, sobre la cual deberá encontrarse ia 
proyección m'. En la fig. 332 se muestra la construcción de las pro: 
yecciones del punto X perteneciente a un elipsoide do revolución, 
y en la fig. 335, las del punto M perteneciente a la suporficie de una 
corona circular. 

En la fig. 335, a la derecha, se muestra la determinación de 
las proyceciones de los puntos de una esfera, Con auxilio de la pro- 
yección dada a del punto A se ha construido la proyección frontal e 
con ayuda do la proyección dada b* se ha hallado la proyección hori- 
zontal b del punto B, que satisface a la condición complementaria do 
que el punto B está oculto si se mira hacia el plano V. 

El punto € viene dado en el ecuador: su proyección c se encuen- 
tra en el contorno de la proyección horizontal de la esfera, es decir, 
en la proyección horizontal del ecuador. Los puntos K y M se encuen" 
tran en el meridiano principal ; estos puntos pertenecen a los parale- 
los sobre los cuales se encuentran los puntos A y B. El punto D tant 
bién se encuentra en el meridiano principal y está oculto si se mira 
hacía el plano H. 














1 La línea de cadena es la curva cuya forma toma una cadena suspendida 
eu, dos de sus puntos, v en goueral un llo pesado inclástico suspendido do sus 
extremos, 
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Fig. 336 


Examinemos un ejemplo de la construcción de las proyecciones 
de los puntos pertenecientes a una superficie de revolución. Supon- 
gamos que so exige llevar el punto 4, haciéndolo girar alrededor del 
eje dado MN, a la superficie de revolución dada (fig. 836, a). Dado 
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que en este caso el ejo de la superficie de revolución y el ejo de giro 
del punto A son perpendiculares al plano de proyección Y, la cir- 
cunferencia de giro del punto A se proyecta sobre el plano Xen 
verdadera magnitud, así como el paralelo de la superficio de revolu- 
ción obtenido al intersecarso esta superficio con el plano de giro 
del punto 4. En esto plano está situado también el centro de giro 
del punto 4, el punto O (el punto de intersección del eje de giro 
MN con el plano de giro S). Lo demás está claro del dibujo. En la 
posición A, en la superficie, el punto resulta oculto en el plano V. 


Supongamos que se exija elegir el ojo de giro do tal modo que el punto dado 
A pueda ser llovado a la superficie de rovolución dada. En la pág. 140 luo exa 
minado un proble semojanto, con la diferencia de quo allí se exigía elegir el 
ej do giro de tal manera que so pudiera llovar el punto al plano. hacióo dolo 
girar alredodor do esto eje. Entonces fue establecido que existe una zona en la 

ug mo so puede elegir el ejo, puesto quo al girar el punto alrededor de tales jos 
dicho punto no puedo hacer contacto con cl Plano, Eta zoda. quedaba oa, cos 
da por un cilindro parabólico y la parábola aparecía al examinar la posición 
reofproca del punto que giraba y la recta en la quo debería encontrareo ote punto 
al hacer contacto con el plano. 

Ahora, evidentemente, la cuestión se resolverá al examinar la sición 
recíproca del punto 4 y la circunferencia (el paralelo) en la superficie dol cuerpo 
de revolución, 

Dela fig. 336, a so deriva que la proyoccción o del centro de giro deberá estar 
situada de tal manera que AL, no seu menor quo la distancia desde el punto y 
hasta ol punto más cercano ef la proyección de la circunferencia de radio e. Si 
se toma el punto o a iguales distancias do a y do la proyección do esta circunt: 
roncia (por ejemplo, en o, u 04, véase la fig. 336, D), entonces en esto punto 
puede colocar ol eje de gis ircunferencia de giro del punto A hará contacto 

on la circunferencia de radio », o sos, el punto A hará contacto con la. guperita 
e de revolución, 

¿Dónde se encuentran en el dibujo todos los puntos alejados a la misma dis= 
tancía del punto a y de la circunferencia de radio r? Estos se encuentran on la 
bipárbola (Gg. 330,2) pora la cual el punto 4 es uno de sus locos, el, pimio 0, 
en ol que el tgmento e) so divido por le mitad, y quo es uno delos vértleas Sido 
divido el segmento a3 por la mitad, obtendremos el Segundo, vértice de la hipór- 
bola (el punto o); el segundo foco se encontrará punto e, es decir, en el 
centro de la circunferencia obtenida en la intersección de la superficie dol cuerpo 
do revolución por el plano $ (fig. 336, a). 

Do lo examinado se desprende que los puntos situados en ambas ramas de la 
hipérbola o entre éstas pueden ser, cada uno do ellos, ologidos en calidad. de 
proyección horizontal del eje de giro. 

Puede darse el caso cuando el punto se encuentra dontro de la superficie de 
revolución, Por consiguiente, trazando por esto punto el plano do giro obtendre. 
mos la proyección a dentro de la proyección de la circunferencia de radio r. se. 

'ún la cual el plano de giro del punto A corta a la superficie de revolución (fig. 
$5, y También en esto caso es evidente que R ¿ no debe ser menor Se la distan- 
cía tlel punto o (o sea, la proyección del ojo) al punto més cercano de la proyección 
do la circunferencia de radio r. Las posiciones extremas do las proyecciones de 
los ejes so dispondrán ahora como los puntos do una elipse con los focos en los 
puntos a y e, con el ojo mayor en la recta 1-3, con los vértices en los puntos o, 
y 04. Dentro de osta elipse no doben tomarso las proyecciones de los ejes; talos 
ejes no dan la posibilidad de llevar el punto A a la superficio de revolución. 

Así. poes, le cuestión de cómo elegir el ajo de giro para, haciendo girar ol 
punto alrededor de éste, llovar este punto al plano o a la superficie de revolución 
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euyo eje es paralelo al ejo do giro, nos ha conducido a una olipso (fig. 336, <), 
una parábola (fig. 244) y a una hipérbola (fig. 336, 6) como lugares geométricos 
de los centros de giro. 

Durante Ja resolución de distintos problemas, como lugares geo- 
métricos de los puntos o líneas, que responden a determinadas condi- 
ciones, se emplean unas u otras superficies. Por ejemplo, vienen dados 
el plano P y el punto XK exterior a este plano; es necesario determi- 
nar cómo se dispondrán en el plano P los puntos que se encuentran a 
la distancia dada r del punto XK (la distancia r es mayor que la dis- 
tencia del punto K al plano P). En este caso la resolución está liga- 
da con el empleo de la esfera como lugar geométrico de los puntos 
que se encuentran a la distancia r del punto K. El plano P cortará 
a esta esfera según una circunferencia que será precisamente la que 
dará la solución del problema ”. 

Si se exigiera construir en el plano P los puntos que se encuen- 
tran a la distancia r, no del punto, sino de cierta recta AB no per- 
teneciente al plano P, el lugar geométrico de tales puntos en el es- 
pacio sería la superficie del cilindro de revolución con el eje AB 
y radio r, y los puntos buscados en el plano P se obtendrían en la 
línea de intersección de este cilindro con el plano P. 

En adelante, en la fig. 368, a la derecha, y en la 401 so pueden 
ver ejemplos del empleo de superficies de revolución cónicas como 
lugares geométricos de rectas que pasan por un punto dado. 

Si en el problema se plantea la cuestión de puntos equidistantes 
del plano Q y del punto M dados, entonces como lugar geométrico 
de tales puntos en el espacio es conveniente emplear el paraboloid 
de revolución con el foco de la parábola en el punto M. 

El empleo de unas u otras superficies en calidad de lugares geo" 
métricos, claro está, no se agota con los ejemplos examinados. 


PREGUNTAS AL $ 51 


4. ¿A qué so lo llama superficie de revolución? 
2. ¿Con qué se puede oxpresar la superficie de rovolución? 


3. ¿A qué soles llama paralolos, meridianos, cuello, ecuador y moridiano 
principal 90 





6. ¿Cuáles superficios de revolución (excepto el hiperboloido de una hoja) 
son veptanadr 

”. ¿Cómo se genera la suporficio llamada toro? 

8. ¿En cuál caso al toro se le llama «corona circular»? 

9. ¿Cuántos sistemas secciones circulares tiene el toro? 


s6n 0. ¿Cómo so determina la posición de ua punto en la superficie de revolu- 
ción 





% Proponemos al lector cumplir el dibujo y resolver este problema y los 
que siguen a continuación, 
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$ 52. SUPERFICIES HELICOIDALES 
Y TORNILLOS 


En la fig. 337 se representa una espira de una superficie helicoidal 
generada por el movimiento del segmento AB. La recta determi- 
nada por este segmento corta en todas las posiciones al eje bajo un 
mismo ángulo (en la fig. 337, un ángulo de 60%). El desplazamiento 
de los extremos del segmento a lo largo del eje es proporcional al 
desplazamiento angular del segmento. 

Los puntos A y B generan líneas 
helicoidales cilíndricas, así como to- 
dos los puntos del segmento AB y, por 
consiguiente, para una representación 
más exacta del contorno de la super- 














Fig. 337 


ficio helicoidal sobre el plano V se debería haber trazado la mayor 
cantidad posible de proyecciones de las líneas helicoidales descritas 
por distintos puntos del segmento AB y luego trazar las curvas 
que envuelven a estas proyecciones. En la práctica, en vez de esta 
construcción voluminosa se trazan rectas que hacen contacto simultá- 
neamente con las proyecciones de las líneas helicoidales (fig. 345). 

Si la inclinación de la generatriz respecto al eje del cilindro no 
es igual a 90 (por ejemplo, 60” en la fig. 337), la superficie helicoidal 
se llama oblicua. Si dicho ángulo es igual a 90”, se engendra una 
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aceras helicoidal recta. Esta última superficio so muestra en la 
fig. 338. 

Por su generación, la superficie representada en la fig. 338 es 
un conoide. En efecto, la generatriz es una recta paralela en todas 
sus posiciones a cierto plano (en el caso dado es perpendicular al 
eje del cilindro); la generatriz corta a dos líneas directrices, una 
curva y otra recta (el eje del cilindro). Puesto que la curva directriz 
represonta una línea helicoidal, este conoide se llama helicoidal. 
A este conoide se le llama también helicoide recto”. 

En la fig. 338 el conoide hel lal se muestra junto con un cilin= 
dro circular que tiene el eje común con el primero; como resultado, 
en la superficie del cilindro se genera una línea helicoidal cilíndrica 
cuyo paso es igual al paso de la línea helicoidal directriz. La super- 
ficio comprendida entre ambas líneas helicoidales se llama conoide 
helicoidal circular. 

La superficie representada en la fig. 337, llamada suporficio 
helicoidal oblicua, se llama también helicoide oblicuo. Un rasgo ca- 
racterístico de tal supe es que la generatriz rectilínea corta 
en todas sus posiciones a las directrices, una línea helicoidal cilín- 
drica y una recta (el eje de la superficie) y, además, la generatriz 
corta al oje bajo un ángulo constante diferente de 90”. En todas sus 
posiciones, la generatriz es paralela a las generatrices de cierto 
cono de revolución cuyo eje coincido con el eje de la línea helicoi- 
dal (fig. 339, a la izquierda). Si, por ejemplo, es necesario obtener 
la proyección frontal de la generatriz del helicoide oblicuo que pa- 
sa por el punto C, se debe trazar primeramente la proyección horizon- 
tal do esta generatriz, es decir, trazar el radio sc, con ayuda del 
punto c, hallar el punto c; y la proyección frontal de la generatriz 
SC del cono, y a continuación trazar c'd' paralelamente a s'c;. 

















En la fig. 339, a la derecha, so muestra una suporficio holicoidal 

por el movimiento del segmento tangonto a la superficio del cilindr 

trucción so reduce do nuevo a la determinación do las proyecciones d 

helicoidales engondradas por dos puntos; por el oxtremo A del ER 'nto y por 
o) 











el punto de contacto 8. El segmento puedo ser dirigido respecto al eje o bien bayo 
un ángulo recto (como se ha tomado en la fig. 339), o bien bajo un ángulo agudo, 

Laasuperficio representada on la fig. 439, a la derccha, os un cilindroí 
(véaso la pág. 201). Efectivamente, la generatriz permanece en todas sus posi. 
nes paralela a cierto plano y se desliza por dos directrices, dos curvas espaciales; 
el plano do paralelismo es perpendicular al eje del cilindro; la generatriz hace 
contacto con la superticio del cilindro (los puntos de contacto generan, una línea 
helicoidal cilíndrica) y al mismo tiempo corta a la línoa helicoidal directriz 
cuyo ejo coincide con el ejo del cilindro. La superficie representada en la fig. 339, 
a la derocha, so Mama cilingroide helicoidal, Si la generatriz de tal superficie, que 
se cruza con el eje del cilindro, forma con esto eje un ángulo diferente de 90”, 
Ja superficio no so refiore a la sorio do cilindroides; esta superficio lleva el nombre 
de helicoide circular oblicuo. 


Se le suelo llamar también helícoide. Bajo el nombre de helicoide se com- 
prende una suporficie helicoidal reglada. 
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Las superficies holicoidales examinadas pertenecen a las super- 
ficies no desarrollables. Pero existe una superficie que so considera 
como desarrollable, Esta es la superficie con arista de retorno que 
es la línea helicoidal cilíndrica (véase la fig. 317). Esta superficio 
helicoidal se llama helicoide desarrollable. 











Fig. 339 


En la fig. 340 la superficie del helicoide oblicuo se muestra en 
su intersección con el plano 7 perpendicular al eje de esta super- 
ficie; la curva do intersección se representa en el plano H en tamaño 
natural, puesto que 7/14. Esta curva es una espiral de Arquímedos. 

La construcción de esta curva se reduce a lo siguiente. Dividien- 
do el ángulo ascac, (180%) en varias (en el caso dado en seis) partes 
iguales, dividimos en la misma cantidad de partos iguales entre sí 
el segmento co cy. Tomando como radio coay, a partir del punto Co 





marcamos csc="É!, tomando como radio cpa, marcamos caca= 


=2c0C1, eto. 

Ahora, prestemos atención en cómo se construyen las proyecciones 
do los puntos pertenecientes a las superficies helicoidales recta y 
oblicua. Para la superficie helicoidal recta esto se muestra en la 


224 CAP. VII SUPERFICIES CURVAS 


fig. 338. Supongamos que el punto A, pertenociente a la superficie, 
viene dado por su proyección horizontal a, Para hallar la proyección 
a' es necesario trazar la proyección horizontal de la genoratriz en la 
que dobe encontrarse el punto A, es decir, trazar el radio cb por 

la proyección a. Con ayuda del 

























































































for] punto 5 hallamos ol punto b' y 
GA trazamos la proyección frontal 
Pio do esta genoratriz, que coincido 
con la recta c'b”. Sobre esta recta 
, hallamos Ja proyección a' ". 
Si viene dada la proyección 
12 a' y hace falta hallar a, enton- 
mi $] ces, al principio trazamos por a” 
10 una recta perpendicular al eje de 
3 la línea helicoidal hasta su inter- 
: S sección con la proyección de la 
1, ye lg línea helicoidal en el punto )”, 
5 4 con auxilio de este punto halla- 
40 mos el punto b y sobre el radio 
3| A cb, el punto a. 
as po 
110 + 
0%] 
el Laji E 
to : 
4, 
AÑ A Cas 
> ] 
» S 
Fig. 340 Fig. 341 


La precisión de la construcción aquí está relacionada con la pre- 
cisión del trazado de la sinusoide (la proyección frontal de la línea 
helicoidal), puesto que el punto »” se encuentra sobre ella. 

En el caso de una superficie helicoidal oblicua (fig. 339, a la iz- 
quierda), si viene dada la proyocción m y es necesacio hallar mm”, 
trazamos por el punto m ol radio se, con ayuda de los puntos e y e, 





» Presten atención en la visibilidad del punto A respecto del plano V; en 
el caso de «opacidad» de la superficie helicoidal el punto A está oculto. 
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hallamos los puntos e” y e, trazamos la proyección s'e; de la genera- 
triz del cono y paralelamente a ésta trazamos a través del punto e” 
la proyección de la generatriz de la superficie helicoidal. Sobre esta 
proyección obtenemos la proyección m'. 

Si viene dada la proyección m' y hay que hallar m, entonces 
es necesario construir la curva (la espiral de Arquímedes) de in- 
tersección de la superficie helicoidal oblicua con un plano trazado 
al nivel del punto m' perpendicularmente al eje de la superfície, 
y sobre la espiral hallar el punto mm. 

Las superficies helicoidales señaladas en las figs. 337—340 no 
pueden ser desarrolladas con exactitud sobre un plano. Para la 
superficio helicoidal recta representada en la fig. 338, se puede 
aproximadamente desarrollar cada vuelta por separado así como so 
muestra en la fig. 341. El desarrollo de una vuelta se puede repre- 
sentar (aproximadamente) como parto de un anillo plano. 








Para construir esta parte de anillo es nocesario hallar la magnitud de los 
radios Ry y r, y del ángulo a. Si se designa el paso de la superficie holicoidal 
(fig, $38) por he y los diémotros exterior 9 interior (diámetro del cilindro) por 

Y d, entonces, por la fórmula dada en la póg. 188, las longitudes de las seccio- 
nes de las líneas helicoidales se expresarán así 


C=VEDIEN y eV. 


Puesto que las líneas helicoidales se desarrollan en el caso dado en arcos con- 
céntricos con un mismo ángulo central, e: C==r, : R, y, por consiguiente, 








n= Re 
Dosiguando la anchura de la superficio helicoidal, o sea, la diforencia 


Bra 232, por a, obtenemos Hy=r,-ka, do donde L ri+ E, o bion 








ne - Do aquí se desprende que el ángulo a puede ser determinado con ayuda 


de' la fórmulo 


a 


_25R,—C 
5 





Hagomos D=100 mm, 


d=00 mm, h=50 mm. Hallamos: a=20 mm, 
Ca2318 mm, cas195 mum, 


45932 mum, Rye52 mm, ansi0”, 
Describimos con los radios R,=52 mm y r,==32 mm dos circunferencias 
concéntricas, construimos el ángulo central a=11 “dá de esto modo separamos 
parte del anillo que representa (aproximadamente) el desarrollo de una vuelta 
do la superficie helicoidal. 

'Disponiendo de varias de estas vueltas desarrolladas so puedo us 
vuelta con una barra cilíndrica de diámetro d (como se muestra en la fi 
y fijar ontre sí una tras otra las vueltas enrolladas sobro la barra. 








cada 
. 343) 








De modo semejante a como duranto el movimiento helicoidal de un punto 
so engendra una línea helicoidal y durante el movimiento helicoidal del segmento 
dle una reota so ongondra una superficie helicoidal, se puedo ohleoer un cuerpo 
helicoidal si se hace mover a cualquier figura plana (por ejemplo, un cuadrado, 


15- 891 
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del cilindro, Se forma un resalto 
cilíndricas. La construcción 





generado por el movimiento cuadrado. Uno de los lados del cuadrado lindo 
constantemonte con la generatriz del cilindro; los vértices del cuadrado se des- 
plazan por los líneas helicoidales, 
Durante el fileteado ol resalte 
helicoidal (espira) so obtiene qui- 
tando con ayuda de una herra: 
mienta cortante parte del material. 
El rosalto helicoidal obtenido 
está delimitado por dos superficies 
helicoidales rectas y dos superficies 
cilíndricas, exterior e interior, quo 
hace contacto con la suporficio del 
propio cilindro. Al conjunto del 
cilindro y el resalte helicoidal en 
éste se le llama tornillo, En el caso 
representado en la fig. 342, a la iz- 
quiorda, vieno dado un tornillo a 
derechas: la pendiente del resalto 
helicoidal en la parte dolantora 
visiblo) del cilindro va de izquier- 
la a derecha, Sí la pendiente dol 
resalte helicoidal en la parto dolan- 
tera (visiblo) del cilindro fuera de 
derecha a izquierda (fig. 342, a la 
a derccha), tendríamos un toraillo a 
Fig. 342 aquien las (véase la pág. 187, líneas 
helícoidales dextroren y sinistrorsa). 
En la figura 343 se muestra un resalte helicoidal generado por el movimien- 
to de un rectángulo cuyo lado menor línda con la generatriz del cilindro, Los 
tornillos de esto tipo so emplean en los transportadores de tornillo”, 
En la misma fig. so muestra la construcción de la proyección a' del punto 4 
quee encuentra en la auperficio holicoídal y que viene dado por su proyección a. 
a construcción es similar a la mostrada en la fig. 338, pero sb muestra cómo evi: 
tar ol orror en el trazado de la sinusoide, Para ello se puede hallar cl segmento 
1 que determina ol desplazamionto del punto 7 a lo largo del eje del tornillo al 
girar la generatriz de la posición inicial a la posición C7 (es decir, el ángulo 001). 
So debe tomar la proporción x ; h= Zocí : 360 y de aquí determinar z, lo que 
mos dará precisamonto la magnitud [Lo sucesivo está claró del dibuj 
Los tornillos representados en la fig. 342 tionen rosca cuadrada. Si en voz 
de un cuadrado tomamos un triángulo y le hacemos desplazarse a lo largo del 
cilindro así como se hizo con el cuadrado, obtendremos un tornillo con rosca trí- 
angular (fig, 344). El triángulo generador linda con uno de sus lados con el cilin- 
dro principal; los vértices del triángulo generan líneas helicoidales, para la cons- 
trucción de las cuales so han tomado dos circunferencias, Estas circunferencias 
so han dividido en 12 partes; los puntos de división se han proyectado sobro líneas 
horizontales trazadas a través de las 12 divisiones del paso del tornillo. La su- 




















7 El transportador de tornillo (transportador holicoidal), de otra manera, 
transportador de tornillo sin fin, se usa para el desplazamiento de cereales, ma- 
toriales on pedazos pequeños, etc. 
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perficio del tornillo con rosca triangular ropresenta una combinación de dos su- 
porficies holicoidales oblicuas. El contorno visible sobre el plano Y se ha obtenido 
trazando tangentes a las líneas helicoidales mayor y menor (fig. 345), Así so pro- 
cede corrientemente, aunquo en realidad el contorno de la proyección do la su- 
perficie helicoidal oblicua sobre el plano Y representa una línea curva, 

En la fig. 346 se muestra la construcción de la sección transversal de un tor- 
millo con rosca triangular por el plano R. Se ha trazado el plano proyectanto 
horizontal auxiliar P que pasa por el ejo del tornillo. En la intersección con el 


15. 
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resalto helicoidal sl plano P produce el triángulo generador 3) cuya proyección 
horizontal se sitúa sobro la traza horizontal del plano P; la proyección frontal 
del lado AB de este triángulo se corta con la traza R, en el punto k' que repre- 
senta la proyección frontal de uno de los puntos pertenecientes a la línea do ín- 
tersección de la superficie helicoidal por el plano R. Sobre el segmento ab so 
obtiene la proyección horizontal del punto X. pertonociente a la proyccción hori- 
zontal de la línea de intersección buscada de la superficie helicoidal por el planoR, 
A continuación, so ha construido un punto más M (m', m) de esta sección; 
esta vez no se ha trazado el plano proyectante horizontal, con el fin de mostrar 
que os suficiente marcar solamonto la posi- 
ción de la proyección horizontal del trián- 
gulo generador, trazando uno de los radios, 
Ásí mismo, en vez de la proyección frontal 
completa del triángulo gonerador basta limi- 
tarse a la proyección do uno de sus lados, 
como se muestra on la fig. 348, 





KEY) 
0) 


Fig. 346 Fig. 347 








Trazando una serie do radios y construyendo las posiciones del triángulo 
generador correspondientes a estos radios, obtendremos una serio de puntos para 
frazar la proyección horizontal dol contorno de la sección. Como se vo, la figura 
de la sección está delimitada por una línea curva que tieno eje de simetría; por 
consiguiente, duranto la construcción basta hallar una do las mitados de la línoa 
curva, y la otra mitad se puede construír como una rama simétrica. Cada una 
de las mitades do esta línea curva representa una espiral de Arquímedes, sobre 
cuya construcción se habló en la pág. 223. 

En el tornillo representado en la Sig. 344, el triángulo generador, después 
de cada vuolta alredodor del ejo dol cilindro principal, se elova a la posición 
vecina a la magnitud del paso de la línea helicoidal. Este tornillo se genera por 
el movimiento de un perfil, y se llama de rosca simple. 

1 El plano P. produce el triángulo generador en dos de sus posiciones; en 
los lados delantero (visible) y posterior (oculto) del tornillo. En la fig. 346 so 
muestra la construcción para la parte delantera (visible) del tornillo, 

*1 4 los tornillos de rosca simple se les llama a vecos de un filete, de filete 
sencillo y de rosca de entrada simple. 
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Si so toman dos perfiles y, considerándolos unidos entre sí, so los haco mover- 
se por las líneas helicoidales de tal manera que cada perfil después do una vuelta 
So eleve a la altura de 24 (fig. 347), 
se obtendrá un tornillo de doble 
roscaD. 

En la fig, 348 están represon- 
tados un tornillo de rosca cuadrada 
dextrorsa y una tuerca para éste. 
En el corte horizontal se ven los 
segmentos de rectas que junto con 
Tas semicircunferencias delimitan la 
figura de la sección. Estos segmen- 




















Fig. 348 Fig. 349 


tos corresponden a que el resalte helicoidal está delimitado no por una superficie 
helicoidal oblicua, sino por una superficie helicoidal recta. 

En la fig, 34 so muestra el toruillo de doble rosca de un transportador do 
dos tornillos ?, generado por el enrollado de un cable do acero de sección cirou- 
lar sobre un tubo de acero; corrientomento, el cablo se fija al tubo por soldadura, 

Representándose una serie de esferas, el diámetro de las cuales es igual al 
diámotro del alambre y cuyos centros están situados en la línea helicoidal (en 
el ojo de la espira), trazamos el contorno de la proyección de la espira como una 
Tínea que envuelve a la circunferencia (las proyecciones do las esferas). 





1 Se les suele llamar: de doble us: de rosca de dos entradas. 
» El transportador de dos tornillos sirvo para el desplazamiento de 
cargas por piezas, por ejemplo, sacos, fardos, etc. 
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En la proyección horizontal se muestran las secciones de dos espiras (el 
contorno de la proyección de la sección se ha construido como una línea que en- 
vuelvo a las circunferencias, obtenidas al intersecar las esferas indicadas más 
arriba con un plano). 


PREGUNTAS AL $ 52 


1. ¿Cómo se generan las superficies helicoidales recta y oblicua? 
noticia izo qué a la superficio holicoidal recta se lo lama también convido 
selicoidal 


3. ¿Qué ropresenta un conoide helicoidal circular? 

4. ¿Cómo so engendra un cilindroide helicoidal? 

5. re Jíncas se producen en la sección de las superficies helicoidales 
recta y oblicua por un plano perpendicular al ojo de estas suporlicies? 


$, ¿Cómo se puede desarrollar aproximadamente una vuelta de una super- 
ficio helicoidal recta? 


Habl ER ¿Cuál de las superficies helicoidales se refiere a las superficies desarro- 
lables' 


8. ¿A qué se lo llama tornillo? 


9. ¿Cómo distímguir por su aspecto extorior a los tornillos con rosca dextror- 
sn y sinistrorsa? 


10. ¿A qué se le llama tornillo de rosca múltiple? 


$ 53. TRAZADO DE PLANOS TANGENTES 
A LAS SUPERFICIES CURVAS 


Al representar las superficies curvas y al ejecutar las construccio- 
nes relacionadas con éstas puede surgir la necesidad de trazar un plano 
tangente a la superficie. . 

'Fomemos una pequeña parte de la suporficie y un punto sobre 
ésta. Si por este punto trazamos curvas contenidas en esta superficie 
y rectas tangentes a estas curvas, las rectas tangentes serán coplana- 
res”. A este plano so le llama tangente a la suporficie en el punto 
dado. 

El punto de la superficie en el que puede haber un plano tangento 
(y sólo uno) se llama ordinario. A los puntos ordinarios se contrapo- 
nen los puntos singulares, por ejemplo: el vértice de una superficio 
cónica, el vértice de una superficie de revolución, un punto en la 
arista de retorno. 

El plano queda absolutamente determinado por dos rectas que 
se cortan; por esta razón, para la construcción de un plano, tangente 
a una superficio curva en cierto punto de ésta, basta trazar por esto 
punto dos curvas pertenecientes a esta superficie y una tangente a 
cada una de estas curvas, que pase por dicho punto. Estas dos rectas 
(tangentes) determinan al plano tangente. 

La perpendicular al plano tangente en un punto ordinario de la 
superficie sirve de normal a la superficie. De aquí la denominación 

% Se oxamina en la Geometría diferencial. En esta” disciplina se estudian 


Jas imágenes geométricas a base del método de coordonadas por los medios del 
cálgulo diferencial. 
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de sección normal de la superficie (sección por un plano que pasa por 
la normal). 

En la fig. 350 viene dado un plano tangente a un elipsoide de 
revolución estirado en el punto K de este elipsoide. Por este punto 
se ha trazado la paralela a la superficie y a esta paralela, la tangente 
KF: la proyección k'f' coincide con la proyección frontal de la para- 
lela, y la proyección horizontal Af es la tangente a la circunferencia, 
o sea, la proyección horizontal de la paralela. En calidad de segunda 
curva, que pasa por el punto K, se ha tomado el meridiano, que en 














Fig. 350 Fig. 354 


la fig. 350 no vieno representado: se puedo hacor uso del meridiano 
principal ya trazado, es decir, del contorno de la proyección frontal 
del elipsoido. Hay que imaginarse que el elipsoide ha sido girado 
alrededor de su eje AB de tal modo que el meridiano, que pasa por 
el punto dado K,ha ocupado la posición dol meridiano principal AK,B. 
En este caso, el punto K ocupará la posición K ,. Trazando en el punto 
ki la tangente a la elipse, obtenemos la proyección frontal de la se- 
gunda tangente al elipsoide en el punto X,. Ahora es necesario hacer 
girar a esta tangente de tal manera que el punto k, ocupe la posición 
Inicial /e. El punto $, situado sobre la tangente y sobre el eje del elip- 
soide, permanece fijo, y la tangente al moridiano en el punto K se 
expresará por las proyecciones sk y s'k'. Las rectas KF y SK deter- 
minan al plano buscado. 

Evidentemente, tal construcción es aplicable también para la 
esfera. Poro, en este caso, se puede proceder con más sencillez, par- 
tiendo de que el plano, tangente a la esfera, es perpendicular al radio 
trazado en el punto de tangencia. Por eso, trazando el radio OA (fig. 
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351), construimos el plano, dando su horizontal AB y su frontal AC, 
perpendicular a OA. Estas rectas determinan el plano tangente a la 
esfera en el punto Á de ésta. 


En los ojemplos examinados (figs. 350 y 351) el plano tangento tiene un 
punto común con la superficie. Si nos imaginamos curvas pertenecientes u la 
superficio y que pasen por este punto, entonces cerca del punto de tangencia, 
estas curvas se situarán a un lado del plano tangente. Lo mismo podríamos ob- 
servae en el paraboloido de revolución, en el toro, generado por un arco (menor 
que una semicircunferencia) quo gira alrededor do sus cuerdas, etc. Tales puntos 
en la superficio se llaman elípticos, Si todos los puntos de una superlicio son 
glípticos, sta superlicio es convesa, por ejemplo, el elipsoido representado en 
la fig. 350. 











Fig. 352 
En Ja fig. 352 so muestra el trazado de un plano tangente a un 
cilindro. En la fig. 352, a la izquierda, el plano se ha trazado por 
el punto dado C de la superficie cilíndrica, y, a la derecha, por el 
punto K exterior al cilindro. 





Aquí el plano haco contacto con la suporficio no sólo en un punto, sino en 
todos los puntos de la generatriz, Tales puntos de la superficio se llaman parabó- 
toos. A Jas superficies con puntos parabólicos se refieren las superficies cilíndri- 
cas y cónicas con arista de retorno. 


La construcción en la fig. 352, a la izquierda, consiste en lo si- 
guiente. La superficie dada es reglada. Por esta razón, por el punto 
C se puede trazar la generatriz AB, una de las dos rectas que se 
cortan y determinan el plano tangente. En calidad de segunda recta 
se puedo tomar la tangente BF a la ciréunferencia, o sea, a la 
traza horizontal de la superficie cilíndrica. Las rectas AB y BF 
determinan el plano tangente buscado. La recta BF es la traza hori- 
zontal de este plano. 
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En la fig. 352, a la derecha, ol punto K está dado fuera de la 
superficie cilíndrica. El plano tangente debe contener a la superficie 
genoratriz, por lo tanto, este plano es paralolo a la dirección de la 
generatriz. Por eso la recta KM, paralela a la generatriz, perteneco 
al plano tangente. Como segunda recta que delermina, en la intor- 
sección con KM, el plano tangento a la superficie cilíndrica, en la 
fig. 352, a la derecha, se muestra la recta M Q, que es la traza horizon- 
tal del plano buscado. Este plano 
hace contacto con la superficie 
según la generatriz DE. 

Sogunda solución: por el punto 
M se ha trazado la recta MN, la 
traza horizontal del segundo plano 
tangente (hace contacto según la 
generatriz AB). 

En la fig. 353 se muestra la cons- 
trucción do un plano tangente a 
una superficie cónica en su punto 
A. La superficie está dada por el 
vértico S y la directriz, por una 
elipse situada en el plano A. 

La generatriz SM, sobre la cual 
está situado ol punto A, es la línea 
de contacto del plano con la super- 
ficie cónica. Además de esta gene- 
ratriz al plano tangente lo determi- 
na tambión la recta MN en el plano H, tangente a la elipse, 

Si el punto, por el cual hay que trazar el plano tangente a la su- 
porficie cónica dada, es exterior a esta superficie, entonces, para la 
construcción del plano tangente es necesario trazar una recta por ol 
vértice S y el punto dado, hallar la traza horizontal de esta recta y 
trazar por esta traza tangentes a la elipse (semejanlemente a cómo 
se mostró en la fig. 352 a la derecha, donde las tangentes se trazaban 
a la circunferencia, a la traza de la supcrficio cilíndrica en el plano 4). 
Se obtienen dos planos tangentes a la superficie cónica. 















En los ejemplos dados en las figs. 350—353 los planos tangentes no cortan 


a las superficies, Pero sí esto es característico pura las superficies convexas, 
en general el plano. tangente a la superficio en cierto punto de ésta, puedo cor” 
tar a esta suporficio. Así, por ejemplo, el plano tangente a la superlicie de un 
paraboloide hiperbólico (véase la fig. 321) en el punto O, contiene las tangentes 
Ox y Oy a las parábolas BOB, y AOA, y corta la superficio en dos partes, tenion= 
do con ella una infinidad de puntos comunes. 

Al cortar una superficie con un plano tangente a esta superficio en un punto 
cualquiera de ésta, pueden obtenerse dos rectas que se cortan on este punto, una 
recta y una curva o dos curvas, Por ejemplo, el hiperboloide do revolución do 
una hoja, o sea, una superficie reglada con dos rectas generatrices, puede ser 
cortado según dos líncas rectas que so cortan. Lo mismo observamos en el caso 
de un paraboloide hiperbólico (fig. 321). 
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Como ejemplo del corte según una recta y una curva pueden servir los casos 
de intersección do una superlicie reglada no desarrollable, por ejemplo, la inter- 
sección de superficies por el plano de paralelismo, de superficies helicoidales 
con una generatriz rectilínea (excepto el holicoido desarrollable). 

Los puntos de la suporficic, en los cuales el plano tangente corta la super 
ficie, se Ílaman hiperbólicos. Tales puntos son propios, entre otros, (véase más 
arriba) de las superficies de revolución cóncavas (véase un ejemplo de tal super- 
ficie en la fig. 330), 

Si los puntos de vna superficie, en una parte cualquiera de ésta, son sola- 
mente hiperbólicos, entonces la superficie en esta parte es en forma de silla (por 
ejemplo, en el paraboloido hiperbólico en las figs; 321, y 322) 

'¡ comparamos entre sí las superficies regladas, desarrollables y no desa- 
rrollables, entonces, para las desarrollables, los planos tangentes en distintos 
puntos de la línea goncratriz tienen una misma dirección (por ejemplo, en la 
superficio de revolución cónica), y para las no desarrollables, los planos tangen- 
tes en distintos puntos de la goneratriz tienen distinta dirección (por ejemplo, 
en el hiperboloide de revolución de una hoja). 











$ 54. EJEMPLOS DE CONSTRUCCION DE LOS 
CONTORNOS DE LAS PROYECCIONES DE UN CUERPO 
DE REVOLUCION CON EJE INCLINADO 


En la fig. 354 se representa un cono circular recto cuyo eje es 
paralelo al plano Y y está inclinado al plano A. El contorno de su 
proyección frontal está dado: es el triángulo isósceles s'd'e*. Hace 
falta construir el contorno de la proyección 
horizontal. 

El contorno buscado está compuesto por 
parte de una elipso y dos rectas tangentes 
a ésta. Efectivamente, el cono en la posi. 
ción dada se proyecta sobre el plano Á con 
auxilio de la superficie de un cilindro elíp- 
tico, cuyas generatrices pasan por los puntos 
de la circunferencia de lo base del cono, y 
con ayuda de dos planos tangentes a la su- 
perficie del cono. 

La elipse en la proyección horizontal se 
puede construir por sus dos ejes: el menor 
de y el mayor, cuya magnitud os igual a 
d'e”'(al diámetro de la circunferencia de la 
base del cono). Las rectas sb y sf se obtie- 
nen, si se trazan desde el punto s tangentes 
Fig. 354 a la elipse. La construcción de estas rec- 

tas consiste en hallar las proyecciones de 
aquellas generatrices del cono según las cuales tiene lugar el contacto 
del cono con los planos mencionados más arriba. Para esto se ha uti- 
lizado una esfera inscrita en el cono. Puesto que el plano que se pro- 
yocta sobre el plano de proyección H hace contacto simultáneamente 
con el cono y con la esfera, se puede trazar una tangente desde el 
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punto sa la circunferencia, a la proyección del ecuador de la esfera, 
y tumar esta langente como proyección de la generatriz buscada. La 
construcción se puedo iniciar hallando el punto a”, la proyección 
frontal de uno de los puntos de la generatriz buscada, El punto a” 
se obtiene en la intersección de las proyecciones frontales 1) de la 
circunferencia de contacto del cono con la esfera (la recta m'n') y 2) 
ES del ecuador de la esfera (la recta 

Pe Kk'1). Ahora se puedo hallar la 

- proyección a sobre la proyección 
haa” horizontal del ecuador y por los 
puntos s y a trazar una recta, la 
proyección horizontal de la gene- 
ratriz buscada. Sobre esta recta 
se determina también el punto 
B, cuya proyección horizontal 
(el punto b) esel punto de tan= 
gencia de la recta con la elipse. 





Con la construcción de los contor- 
nos de las proyecciones del cono de 
revolución nos encontramos, por ejem- 
plo, en el caso siguiente: se conocen las 
proyecciones del vértice del cono 
(£.s,), la dirección de su eje (SK), las 

imensiones de la altura y del diá- 
motro de la base; construir las pro- 


4 
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Fig. 355 Fig. 356 


yecciones del cono. En la fig. 355 esto so ha realizado con ayuda de planos de 
proyección auxiliares, 

Así, para la construcción de la proyección frontal se ha introducido ol plano 
7. perpendicular a Y y paralelo a la recta SK que determina la dirección del ejo 
del cono. A la proyección sul so ha Mevado el segmento sc; igual a la altura dada 
del cono: En el punto e, se ha levantado la perpendicular a s;cp y a ésta so ha llo= 
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vado ol segmento cow igual al radio de Ja baso del cono. Con ayuda do los puntos 
+, y dy se han obtenido los puntos e” y b* y son elo se há obtenido el semiejo mo- 
nor c/0' de la elipso, la proyección frontal de la base del cono. El segmento c'a”, 
igual a er, ropresánta el semieje mayor de esta olips, 

Disponiendo de los ojes de la elipse, ésta puedo ser construida así cómo fue 
mostrado en la fig. 147. 

Para construir la proyección horizontal so ha introducido el plano de pro- 
yocción P, perpendicular a ¿7 y paralelo a SX. La marcha de la construcción es 
análoga a' la descrita para la proyección frontal. 

mo consirir lo contornos delas proyeociones? En la fig. 35 50 muestra 
un procedimiento distinto, al empleado en la fig. 354, do trazado de la tangento 
a la elipso (sin la esfera inscrita en 
el cono). $ 

Priimeramente, desde el centro 
de la elipse, con un radio Igual al 
semiejo menor de ésto, so ha des- 
rito un arco (on la fig,-356 es una 
cuarta parto de circunferencia). So 
determina ol punto 2 de intersec- 
ción de esto arco con la cireunferen- 
cia de diámetro s'c”. Desde el punto 
2 se ha trazado una recta paralela 
al ejo mayor do la elipso; esta recta 
corta a la elipse en los puntos Xy 
y ka . Ahora queda trazar las rectas 
YX, y Y Ka; estas rectos son tangentos 
a la elipse y pertenecen al contorno 
de las proyecciones del cono. 

En la fig. 357 está representado 
un cuerpo de revolución con eje in: 
clinado, paralelo al plano Y, Esto 
cuerpo está delimitado por una su- 
porficio mixto, “compuesta de dos 
cilindros, de la superficie de un 
anillo citcular y de dos planos. El 
contorno de la proyección frontal 
do esto cuerpo escu meridlano prin- 
cipal, 

Él contorno de la proyección 
horizontal de la parte cilíndrica 
superior de este cuerpo se compone 
de una elipse y dos rectas tangentes 
a ésta. La recta ab os la proyección 
horizontal de la generatriz del cilin- 
dro, según la cual el plano que se 
proyecta sobre el. plano de proyec» 
Fig. 357 ción A tiene contacto con la super- 

ficio del cilindro. Esto se refiero 
también al contorno de la proyección del cilindro inferior (en la fig. 337 este 
contorno está representado parcialmente). 

Pasamos a la parte más complicada del contorno, a la intermedia. Debemos 
construir la proyección horizontal de aquella línea curva espacial. en cuyos 
puntos pasan las rectas proyectantes, tangentes a la superficie del anillo circular 
y, perpendiculares el plano 47. La proyección frontal de cada punto de tal curva 
Joa construido de la misma manera cámo fue hecho para el punto a' en la ig, 854 
(con ayuda de esferas inscritas). Las proyecciones horizontales de los puatos se 
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determinan sobre la proyccción del ecuador de la esiera correspondiente. Así 
so ha construido, por ejemplo, el punto D, (d,, d;). 

Los puntos k, y k, se obtienen con auxilio del punto k; (este mismo punto 
es el ks) sobre el ecuador do la esfera con centro O, mientras que el punto Ki 
(k;) trazando la línea de referencia, tangente a la curva construida b'd'yc", 

Así pues, la curva 5'dikjo* contiene las proyecciones frontales delos puntos 


cuyas proyecciones horizontales h, 8, k, pertenecen al contorno de la proyocción 
horizontal del cuerpo examinado, 





PREGUNTAS A LOS $$ 53 Y 54 


1. ¿A qué se le llama plano tangente a una superficie curva en un punto 
dado do esta supertici 

2. ¿A qué so lo llama punto ordinario de una superficie? 

3. ¿Cómo construir el plano tangente a una superficie curva en ci 
de ésta? 

4. ¿A qué se le Jlama normal a una suporficie? 

5. ¿Cómo construir el plano tangente a una esfera en cualquier punto por- 
teneciente a esta csfora? 

6. ¿En cuál caso una superficie curva se refiere a las suporficies convoxas? 

7. ¿Puede uu plano tangente a una superfície curva en cualquier punto 
de esta superficie, cortar a esta última? Señalen un ejemplo de intersección so- 
gún dos rectas, 

8. ¿Cómo so usan las esferas, inscritas en la superficie de revolución, cuyo 
eje es paralelo al plano V, para la construcción del contorno de la proyección do 
esta superficie sobre el plano //, respecto del cual el eje do la superficio está 
inclinado bajo un ángulo agudo? 

EN ¿ mo trazar la tangente a una elipse desde un punto quo se encuentra 
en la e longación de su eje menor? > 

40. ¿En cuál caso los contornos de las proyecciones de un cilindro do re- 
volución y do un cono de revolución serán absolutamonto iguales sobre el plano 
Y y el plano 4? 








to punto 





IX 
CAPITULO 





INTERSECCIÓN DE LAS 
SUPERFICIES CURVAS POR 
UN PLANO Y UNA RECTA 


$ 55. PROCEDIMIENTOS GENERALES 
DE CONSTRUCCION DE LA LINEA DE INTERSECCION 
DE UNA SUPERFICIE CURVA POR UN PLANO 


Para hallar la línea curva, obtenida en la intersección de una 
superficie reglada con un plano, en el caso general, es necesario cons- 
truir los puntos de intersección de las generatrices de la superficie con 
el plano secante, es decir, hallar el punto de intersección de una recta 
con un plano. La curva buscada (la línea de corte) pasa por estos pun- 


Fig. 358 





'n la fig. 358 se da un ejemplo: la su- 
perficio cónica, dada por el punto $ y la 
curva ACE, se ha cortado con el plano 
proyectante frontal 7; la proyección hori- 
zontal de la línea de intersección se ha 
trazado por las proyecciones horizontales de 
los puntos de intersección de una serie de 
generatrices del plano 7. 

En este ejemplo, la construcción se sim- 
plifica gracias a que el plano secante 7 es 
de posición particular. Pero el procedimien- 
to indicado (obtención de los puntos de in- 
tersección de una serie de generatrices rec- 
tilíneas de la superficie con el plano secan» 
te dado para trazar por estos puntos la 
línea de intersección buscada) es válido 
para cualquier posición del plano. 

St la superficie curva no es reglada, enton- 
ces, pora la construcción de la línea de inter- 





sección de tal superficie con un plano, en el caso general, se deben 
emplear planos auxiliares. Los puntos de la línea buscada se deter- 
minan en la intersección de las líneas, según las cuales los planos 
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secantes auziliares cortan a la superficie y plano dados. Recordemos 
la fig. 166, en la que se mostró el caso de empleo de planos auxi- 
liares para la construcción de las líneas de intersección de dos 
planos. 

Al elegir los planos auxiliares, como en todos los casos cuando 
estos se emplean (véase, por ejemplo, la pág. 87), se dehe hacer todo 
lo posible por simplificar 
las construcciones. 

En la fig. 359 viene re- 
presentado un cuerpo de re- 
volución cortado por un 
plano dado por el trapecio 
'ABCD. Aquí, para la cons- 
trucción de los puntos de 
las líneas curvas que se ob- 
tienen en la superficie dol 
cuerpo de revolución, se 
han empleado planos secan- 
tes auxiliares. Examinemos 
como ejemplo uno de ellos, 
el plano Q. Al cortar a la 
superficie del cuerpo de re- 
volución, este plano produce 
una circunferencia (para- 
lelo) de radio 0,1”, y al 
cortar al plano ABCD, la 
horizontal 4,D,. En la in- 
tersección del “paralelo de 
la superficio de revolución 
con la horizontal A, se 
obtienen los puntos X, e Y, 
pertenecientes simultánea” 
mente a la superficie de 
revolución yalplano ABCD, 
es decir, pertenecientes a la Fig. 359 
línea de intersección bus- 
cada. Repitiendo este procedimiento, obtendremos una serie de pun- 
tos que determinan la parte curvilínea de la línea de corte. Las ca- 
ras planas del cuerpo de revolución dado se han cortado por el plano 
ABCD según rectas expresadas por los segmentos AD y BC. 

En el ejemplo examinado, la construcción se simplifica debido 
a que el eje del cuerpo de revolución es perpendicular al plano M 
y los paralelos se proyectan sobre este plano en forma de circunfe- 
rencias. El plano de simetría S permitía controlar la exactitud 
de la disposición mutua de los puntos de las curvas a2,b y dy¿c, 
Puesto que, por ejemplo, debe obtenerse z,2=y¿2. 
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Aplicando el método de cambio de los planos de proyección o 
de giro, se pueden obtener wnas posiciones de la figura cómodas 
para la construcción, si éstos fueran dados en las posiciones generales 
en el sistema V, H. Pero todo esto no se refiere al procedimiento ex- 
puesto, basado en la introducción de planos auxiliares. Este procedi- 
miento es aplicable independientemente de la posición de la superfi- 
cie y del plano que sa cortan. 





Fig. 360 


En toda una serie de casos, la curva, que dehe obtenerse en la 
intersección de una superficie por un plano, es conocida y sus proyec- 
ciones pueden ser construidas sobre la base de sus propiedades geo- 
métricas. Recordemos, por ejemplo, la espiral de Arquímedes (pág. 
340) obtenida al cortar un helicoide oblicuo con un plano 
perpendicular a su eje. Es obvio que es más conveniente construir 
esta espiral así como se muestra en la fig. 340, y no buscar puntos 
para ella mediante su proyección. 





$ 56. INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE 
CILÍNDRICA POR UN PLANO. CONSTRUCCION 
DEL DESARROLLO 


Para construir la línea curva obtenida al cortar una superficie 
cilíndrica con un plano, se debe, en el caso general, hallar los puntos 
de intersección de las generatrices con el plano secante, como se dijo 
en la pág. 238 con respecto a las superficies regladas en general. Pero 
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esto no excluye la posibilidad de emplear planos auxiliares que cor- 
tan cada vez a la superficio y al plano. Ante todo señalemos que 
toda superficie cilíndrica se corta por un plano, dispuesto parale- 
lamente a la generatriz de esta superficie, según líneas rectas (gene- 
ratrices). En la fig. 360 so muestra la intersección de una superficie 
cilíndrica por un plano. En este caso, esta snperficie es un elemento 
auxiliar al construir los puntos de intersección de la línea curva con el 
plano: por la curva dada (véase la fig. 360, a la izquierda) DMNE se 
ha trazado una superficie cilíndrica, que proyecta a Ja cur 
el plano H. A continuación, el plano (en la fig. 360 es un triángulo) 
corta a la superficie ndrica según Ja curva plana Mi... N,. El 
punto buscado de intersección de la curva con el plano (cl punto X) 
so obtiene en la intersección de las curvas dada y construida. 

Tal esquema de resolución del problema de intersección de una línea 
curva por un plano coincide con el esquema de resolución de los proble- 
mas de intersección de una línea recta con un plano (véanse los $$ 23 
y 25); en ambos casos por dicha línea se traza una superficie auxiliar, 
que para la línea recta es un plano. 

La proyección horizontal de la curva M, ... Ny, que es la línea de 
intersección de la superficie cilíndrica con el plano, se confunde con 
la proyección horizontal de la curva D...E, puesto que esta curva es 
la directriz de la superficie cilíndrica, siendo las generatrices de esta 
superficie perpendiculares al plano //. Por esta razón, con ayuda del 
punto m, sobre la proyección ac podemos hallar la proyección mí 
sobro la línea a'c” y con auxilio del punto n,, la proyección »;. Luego 
en la fig. 360, a la dorecha, se muestra el plano auxiliar $ que corta a 
ABC según la recta CF, y a la superficie cilíndrica, según su genoratriz 
con la proyección horizontal en el punto 7. En la intersección de esta 
generatriz con la recta CF se obtiene el punto con las proyecciones 
1 y 1", perteneciente a la curva M,...N ,. Evidentemento, se puede 
ño mostrar la traza del plano, sino simplemente trazar una recta 
en el triángulo, como se muestra respecto do la recta CG, sobre la 
cual se ha obtenido el punto con las proyecciones 2 y 2. 








En los ejemplos examinados a continuación se mostrarán los 
desarrollos. El desarrollo de una superficie cilíndrica, en el caso 
general, se puede realizar por el esquema del desarrollo de la supor- 
ficie de un prisma. La superficie cilíndrica como si se sustituyora 
por una suporficie prismática inscrita en ésta o cireunscrita a la mis- 
ma, cuyas aristas corresponden a las generatrices de la superficio 
cilíndrica. El desarrollo, como tal, se efectúa con ayuda de la sección 
normal, somejantemente al mostrado en lo fig. 283. Pero en lugar de 
la línea quebrada se traza una curva suave. 





15891 
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En la fig. 361 se muestra la intersección de un cilindro circular 
recto con un plano proyectante frontal. La figura de la sección re- 
presenta una elipse, cuyo eje menor es igual al diámetro do la hase del 
cilindro; la magnitud del eje mayor depende del ángulo formado por 
el plano secante con el eje del cilindro, 

Dado que el ejo del cilindro es perpendicular al plano /, la pro- 
yección horizontal do la figura de la sección se confunde con la proyec- 
ción horizontal del cilindro. 

Ordinariamente, para la construcción de Jos puntos del contorno 
do la sección se trazan generatrices dispuestas regularmente, o sea, 
tales, cuyas proyecciones sobre el plano H son puntos equidistantes 
uno del otro. Es cómodo em- 
plear esta «marcación» no sólo 
para construir las proyeccio- 
nes de la sección, sino también 
el desarrollo do la superficie 
lateral del cilindro, como se 
mostrará más abajo. 

La proyección de la figura 
de la sección sobre el plano W 
es una elipse, cuyo eje mayor 
es en el caso dado igual al diá- 
metro del cilindro, y el eje me- 
nor representa la proyección 
del segmento 1'7”. En la fig. 
361, la representación sobro el 
plano W se ha construido de 

Fig. 361 tal manera, como si la parte 
superior del cilindro hubiera 
sido separada después de cortar a éste con el plano. 

St en la fig. 361 el plano P formara con el eje del cilindro un ángulo 
de 45", entonces la proyección de la elipse sobre el plano W sería una 
circunferencia. En este caso, los segmentos 177” y 4"10” serían igualos. 

Si cortamos el mismo cilindro con un plano de posición general 
que forma también con el eje del cilindro un ángulo de 45”, entonces 
la proyección de la figura de la sección (la elipse), en forma de cir- 
cunferencia se puede obtener sobre el plano auxiliar de proyección, 
paralelo al ejo del cilindro y a las horizontales del plano secante. 

Es evidente, que al aumentar el ángulo de inclinación del plano 
secante al oje del cilindro, disminuye el segmento 2”7”; si este ángulo 
es menor de 45”, el segmento 1”7” aumenta, haciéndose el eje mayor 
de la elipse sobre el plano W, mientras que el eje menor de esta elipse 
es el segmento 4'10” 

La forma verdadera de la sección representa, como ya se dijo más 
arriba, una elipse. Sus ejes se obtienen en el dibujo: el eje mayor 
es el segmento 1:7.=1'7", y el eje menor, el segmento 4020,, igual 
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al diámetro del cilindro. La elipse puedo ser construida con ayuda de 
estos ejes. 

En la fig. 302 se muestra el desarrollo completo de la parto 
inferior del cilindro. La cireunferencia desarrollada de la base del 
cilindro se ha dividido en partes iguales entre sí correspondiente- 
mente a las divisiones on la fig. 361; los segmentos de las generatri- 
ces han sido llevados a las 
perpendiculares trazadas por 
los puntos de división de la 
circunferencia desarrollada de 
la base del cilindro. Los ex- 
tremos de estos segmentos co- 
rresponden a los puntos de la 
elipse. Por eso, trazando por 
éstos puntos una línea curva, 
obtenemos la elipse desarro- 
Jlada (esta línea representa una 
sinusoide), es decir, el canto 
suporior del desarrollo de la 
superficie lateral del cilindro. 

Además del desarrollo de 
Ja suporficie lateral, en la 
fig. 362 se dan el círculo de 
la base y la elipse (la forma Fig. 362 
verdadera de la sección), lo 
que ofrece la posibilidad de hacer el modelo del cilindro truncado. 

En la fig. 363 está representado un cilindro elíptico con baso 
circular; su eje es paralelo al plano V. Para doterminar la sección 
normal de este cilindro, éste debe ser cortado con un plano perpendi- 
cular a las generatrices, en el caso dado, con un plano proyectante 
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frontal. La figura de la sección normal representa una elipso cuyo 
eje aos es igual al segmento 3,70, y el menor, igual al segmento 
15215. 

Si es necesario desarrollar la superficie lateral de este cilindro, 
entonces, disponiendo de la sección normal, se desarrolla la curva 
que la delimita en una línea recta y a los puntos correspondientes 
do esta recta, perpendicularmente a la misma, se llevan los segmen- 
tos de las generatrices, tomándolos de la proyección frontal. Para el 
desarrollo de las generatrices se divide la circunferencia de la baso 
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en partes iguales. En este caso, también la elipse (la sección normal) 
será dividida on la misma cantidad de partes, pero no todas estas 
partes son de una misma longitud. El desarrollo do la elipso en una 
recta se puede ofcctuar llevando sucesivamente a esta recta partes de 
la elipse lo suficientemente pequeñas. 

En la fig. 364 viene dado un cilindro circular recto cortado con 
un plano de posición general. En la sección so obtiene una elipse:vel 
plano secante forma con el eje del cilindro cierto ángulo agudo. 

Semejantemento a cómo esto sucedió en la fig. 361, la proyección 
horizontal de la sección se confunde con la proyección horizontal 
del cilindro. Por esta razón, la posición de la proyección horizontal 
del punto de intersección do cualquiera de las generatrices del cilin- 
dro con el plano P es conocida (por ejemplo, el punto a en la fig. 365). 
Para hallar la proyección frontal correspondiente se puede trazar 
en el plano P la horizontal o la frontal sobre la cual debe encontrarse 
el punto que se busca. En la fig. 365 se ha trazado la frontal; en el 
lugar en quo la proyección frontal de la frontal corta a la proyección 
frontal de la generatriz correspondiente, se encuentra la proyección 
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a”. Una misma frontal determina dos puntos de la curva, A y B 
(fig. 365). Si se construye la frontal correspondiente al punto C, 
entonces esta línea determinará solamente un punto de la curva de 
intersección. La frontal construida con ayuda de los puntos D y E, 
determina los puntos extremos d' y e”. 

Continuando las construcciones análogas se puede hallar un nú- 
mero suficiente de puntos para dibujar la proyección frontal do 
la línea de intersección. 





Fig. 365 Fig. 306 


En la fig. 366 la parte superior del cilindro parece cortada, Si la 
proyección frontal se muestra totalmente, entonces la línea de in= 
tersección se dibuja así como se muestra en la fig. 364. 

En la fig. 365 so muestran los planos frontales auxiliares Q, S, 7 
que cortan al cilindro según las generatrices, y el plano P, según las 
frontales. Esto corresponde a lo dicho al principio del párrafo. El 
plano auxiliar 7 solamente hace contacto con el cilindro, lo que da 
la posibilidad de determinar solamente un punto para la curva. 

Al construir la proyección frontal de la línea de intersección, 
además de los puntos d' y e” (fig. 365), se deben hallar dos puntos 
extremos, precisamente, los puntos m' y n' (los puntos más alto y 
más bajo de la proyección de la sección sobre el plano V). Para cons- 
truir estos puntos debe elegirse un plano auxiliar perpendicular a 
la traza P, y que paso por el eje del cilindro (fig. 366). Este plano 
es el plano común de simetría del cilindro y del plano secanto P dados. 
Una vez hallada la línea de intersección de los planos P y R, señala: 
mos los puntos m' y n”, construyéndolos en la proyección frontal con 
ayuda de los puntos m y A. 
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Otrof procedimiento para hallar los puntos m' y n” consiste en trazar dos pla- 
nos tangeutos al cilindro, cuyas trazas horizontalos son paralelas a la trazo P4. 
Estos planos se corterán con el plano P según las horizontales de este último 
fé. 364, los planos auxiliares K y £); señalando los puntos m y mu, consteuimos 

los puntos m' y n' sobre las proyecciones frontales de las horizontales halladas. 





El segmento MN representa el eje mayor de la elipse (la figura 
de la sección producida en el cilindro dado por el plano P). Esto se 
ve también en la fig. 366, donde se ha construido la elipse (la forma 
verdadera de la sección) abatida sobre el plano H. Pero el segmento 
m'n' en la misma figura no es, ni mucho menos, el eje mayor de la 
elipse (la proyección frontal de la figura de la sección). Este: eje 
mayor puedo ser hallado con ayuda de los diámetros conjugados 
m'n' y f'g' (fig. 364) valiéndoso de la construcción indicada en el 
$21, o con auxilio de la construcción especial expuesta en el pá- 
rrafo 76. 

La forma verdadera de la sección puede ser hallada abatiendo 
el plano secante sobre uno de los planos de proyección, A o V. 

En la fig. 306, la elipso en la posición abatida se ha construido 
con ayuda do los ejes mayor y menor (en la misma figura, el punto 
Dj se ha obtenido abatiendo la frontal). 

El desarrollo de la superficie lateral se muestra en la fig. 364. 
Presten atención en que la marcación de los puntos (las proyecciones 
horizontales de las generatrices) en la cirennferencia do la hase so 
realizaba a partir del punto n. Con esto la construcción se simpli- 
ficaba, puesto que con ayuda de una misma horizontal se obtienen 
dos puntos en la proyección frontal de la elipse. Además, la figura 
del desarrollo tiene eje do simetría. Pero en este caso, los puntos d y e 
no figuran entro los puntos marcados en la circunferencia. 





En la fig. 367 so da otro ejemplo de construcción de la figura de la sección 
producida en un cilindro de revolución por un plano. Esta construcción se ha 
ejecutado con ayuda del mótodo de cambio de los planos de proyección, El plano 
A dado por dos rectas que so cortan: la frontal (A F) y la recta de perfil 
E |. Puesto 










secante resulta sor perpendicular al 5; y 
sobre el plano $ se obtiene en forma del segmen , igual al oje mayor de la 

bre el plano $ se obt forma del segmento 2,6,, igual al ej del 
elipse (la figura de la sección). La posición de la recta 2,6, se determina constru- 
yondo las proyecciones de los puntos 4 y 7 sobro el plano 5. 

Sigamos la construcción de algunos puntos. Para cvitar las construcciones 
innecesarias, la proyección 7" se tomó en la prolongación de la perpendicular 
levantada desde el punto o” al eje W/S, Con ayuda del punto 2" so obtuvo la 
proyección 1”; el segmento 1'7”, llovado sobre el eje W/S, doterminó el punto 
ja Jól punto o, que se confunde con éste y que os la proyección del centro. de la 
elipse. Conociendo las proyecciones os y o” so puede obtener el punto o” (ol contro 
de la elipso) de la proyección frontal buscada de la figura de la sección. 











PREGUNTAS A LOS $3 55 Y $0 27 


Con ayuda de los puntos 2, y 2" se ha hallado el punto 2”, el punto que menos 
dista del plano W, y con auxilio de los puntos 6, y 6”, el punto 6”, el punto más 
alejado del plano W. 

Con ayuda del punto $” so ha tomado el punto ,, y ahora, con auxilio de 
los puntos 5, y 5" se ha hallado el punto 5”, que es uno de los puntos que deter- 
minan la división de la elipse en la proyección frontal del cilindro en las partes 
«vista» y «oculta». El segundo punto está situado simétricamente al punto 5” 
con rospooto de o'. 








Lo demás está claro del dibujo. La forma verdadera do la figura de la sec- 
ción (una elipse on la fig. 367, a la derecha) so ha construido con ayuda do sus 
ojos: el mayor igual a 2,6,, y el menor, igual al diámetro del cilindro. 











PREGUNTAS A LOS $5 55 Y 56 


4. ¿Cómo so construyo la curva de intersocción do una superficie curva con 
un plano? 

2. ¿Según cuáles líneas se corta una superticio cilíndrica con un plano, tra- 
zado paralolamento a la generatriz de esta superfície? 

3, ¿Cuál procedimiento se emplea en el caso general para hallar los puntos 
de intersección de una línea curva con un plano? 

4. ¿Cuáles líneas se producen al cortar un cilindro do revolución con planos? 

5. ¿En cuál caso la clipso que se obtiene en la intersección de un cilindro 
do revolución, cuyo eje es perpendicular al plono 11, con va plano proyectante 
frontal, se proyecta sobre el plano W en forma do una circunferencia? 
¿Cómo debe ser situado el plano de proyección auxiliar, para que la elipso 
obtenida en la intersección de un cilindro de revolución, cuyo eje es perpendi- 
cular al plano A, con un plano do posición goneral, que forma con el eje del 
cilindro vu ángulo de 45%, se proyecte sobre dicho plano do proyección auxiliar 
en forma de una circunferencia? 
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$ 57. INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE 
CONICA POR UN PLANO. CONSTRUCCION” 
DEL DESARROLLO 


Para construir la línea curva obtenida en la intersección de una super- 
ficie cónica con un plano, en el caso general, se deben hallar los puntos 
de intersección de las generatrices con el plano secante. 

Si el plano que corta a la superficie cónica pasa por su vértice, 
entonces se obtienen dos rectas, dos generatrices (en la fig. 368, las 
rectas AÁ, y BB). 


s 








Fig. 368 


Examinemos el ejemplo de construcción que ilustra tal intersec- 
ción de la superficie cónica. 

Supongamos que en el plano dado por el punto S y la recta hori- 
zontal MÁ (fig. 368, a la derecha), hay que trazar por el punto S 
una recta que forme con el plano K cierto ángulo «. 

El lugar geométrico de las rectas que forman con el plano H el 
ángulo a, es una superficie de revolución cónica, cuyo eje es perpendi- 
cular al plano 47, y cuyo vértice, según la condición, debe ser el punto 
$. Por consiguiente, el plano dado pasa por el vértice del cono y corta 
a su superficie según rectas (generatrices), Estas rectas serán las 
buscadas: ellas pasan por el punto S en el plano dado y bajo el án- 
gulo dado « al plano H. 

Ahora queda representar el cono (éste está representado parcial- 
mente), para lo cual se ha trazado la recta s'a” y el arco de circunfe- 
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rencia con centro en el punto s y de radio igual a sa, además, la baso 
del cono se ha tomado en el plano horizontal que pasa por la recta 
dada MN. 

Lo demás está claro del dibujo. Comparen esla construcción 
con la ejecutada en las figs. 245 y 246 en el $ 38. 

En la fig. 369 a la izquierda, se muestra un cono circular rocto, 
situado sobre el plano HA. El plano Q cs tangente al cono dado; 
la tangencia tiene lugar según la generatriz SC, la traza Q, hace 
contacto con la circunferencia (la proyección horizontal de la baso 
del cono); el hecho de que el punto 5 se encuentra en el plano Q, so 








Fig. 369 


establece con la ayuda de la horizontal SW. El plano P pasa por el 
di del cono dado y corta a este cono según las generatrices SA 
y SB. 

En la misma figura a la derecha, los planos vienen dados no por 
sus trazas. El plano tangente al cono está dado por la generalriz 
SC y la recta CD tangente a la circunferencia de la base del cono. El 
plano que pasa por el vértice y que corta al cono según las goneratrices 
SA y SB, está dado por la recta AB en el plano de la base del cono y 
la recta SE que pasa por el vértice del cono y que corta a la recta AB 
en el punto E. 

Si el plano pasa por el eje"del cono, entonces éste lo corta segiín las 
generatrices con el máximo, para el cono dado, ángulo entre ellas. 
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En la fig. 369 a la derecha, dichas generatrices son la SF y la SK; 
el ángulo entre ellas es igual al ángulo cuyo vértice se encuentra entre 
las rectas de contorno en la proyección frontal del cono. 

Si el cono de revolución se corta con un plano que no pasa por su 
vértico, entonces, en la intersección se obtiene una de las cuatro 
curvas siguientes: 1) una elipse, si el plano secante corta a todas las 
generatrices de una hoja de Ja superficie o, de otro modo, si no es 
paralelo a ninguna de las generatrices del cono (en la fig. 370, los 





» qu 





Fig. 870 


planos Q, Q1 y Q»); en este caso, el ángulo formado por el plano se- 
cante con el eje del cono es mayor que el ángulo entre este eje y la 
generatriz del cono; 2) una circunferencia', si el plano secante es 
perpendicular al eje del cono (en la fig. 370, el plano Q); 3) una 
parábola, si el plano secante es paralelo solamente a una de las gene- 
ratrices (en la fig. 370, el plano 7); en este caso los ángulos entre el 
plano secante y el eje del cono y entre este eje y la generatriz del cono 
son iguales entre sí; 4) una hipérbola, si el plano secante es paralelo 
a dos goneratrices (en la fig. 370, los planos S, $, y S); en este caso 
el ángulo formado por el plano secante con el eje del cono es menor 
que el formado por este eje con la generatriz del cono. 

En la fig. 370 a la derecha, en el dibujo inferior se muestran los 
ángulos a, B, y Pz. El ángulo «.esel ángulo entre las trazas 7,, y Tay 


1 Puedo sor considerada como una elipse con ojes iguales en el límite, 
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de los planos que cortan al cono según parábolas. Si se trazan las 
trazas por el punto o” dentro del ángulo a, se determinan los planos 
que cortan al cono según hipérbolas, y si las trazamos por el punto 
o' dentro de los ángulos f,'y f,, entonces quedarán determinados los 
planos que cortan al cono según elipses. 

Examinemos la demostración de que al cortar al cono de revolu- 
ción con un plano que no sea paralelo a ninguna de sus generatrices 
(y que no pase por su vértice), se obtiene una elipse. 


Independientemente do cómo en el caso dado estén situados en el espacio 

el cono y el plano secante, siempro se pueden llovar, con ayuda de la transforma» 

ción del dibujo, a tal posición en la que el eje del cono es perpendicular al plano 

1, y el plano secante es un plano proyectante frontal. Precisamente en tal posi 

ión vienen dados en la fig. 374 el cono y el plano que lo corta 7, ademús, están 
1 cono: la frontal y la de perfil. 


dadas dos proyecciones 








Fig. 371 


En el cono se han inscrito esferas tangentes al plano 7 en los puntos F, y 
Fa, y al cono, según los paralelos quo pasan por los puntos K, y Ka respectiva” 
monte. Los puntos F, y F, se obtienen en el plano del meridiano principal y, 
por consiguiento, están situados sobre una misma recta con los puntos Ay y Az 
pertenecientes a la sección producida en el cono por el plano 7. La figura Sección 
so proyecta sobro el plano V on forma del segmento 4505 

Examinemos la generatriz del cono situada en el plano de perfil, y marquo- 
mos sobre ella los puntos X, y X,, en los cuales las esferas inscritas" hacon con- 
tacto con esta generatriz, y el punto M perteneciente a la misma generatriz y a 
la curva de intersección del cono con el plano 7. Es conocido, que los segmentos 
de las tangentes trazadas desde cualquier punto a la esfera y determinadas por 
este punto, y los puntos de tangencia, son iguales entre sí, De aquí MK y=M y 
y MZ MPA sumando miembro a miembro estas igualdades obtonomos qué 
MK +MKy=MP,+MF,. Pero MK + MK Ka, es decir, la suma de las 
distancias desdo cierto punto, tomado sobre la culva de intersección, hast 
dos puntos fijos F, y Fa, pertenecientes al plano de esta sección, es una magni- 
tud constante igual, en el caso dado, al segmento X,K. Esto segmento de la 
generatriz del cono está situado entre dos de sus paralelos y no depende de la 
elección del punto M sobre la curva de intersección. En efecto, si en la curva de 
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intersección del cono se tomase no el punto M, sino otro cualquiera, entoncos 
lo goneratriz que pasa por este punto haría contacto con ambas esferas on los 
puntos de los mismos paralelos. El segmento do esta generatriz entro los puntos 
do tangencia sería igual al mismo segmento KK. 

La conclusión sacada demuostra que el punto M pertenece al lugar geomé- 
trico de los puntos, la suma de las distancias de los cuales a dos puntos dados 
tieno cierto valor constante, Esto correspondo a la definición do la elipse. 

De modo semejante se sacan las conclusiones para los casos de intorsección 
del cono de revolución según una parábola y una hipérbola, 








Fig. 372 


En la fig. 372 está representado un cono de revolución intersecado 
por un plano proyectante frontal. Los puntos de intersección de la 
traza Q, con las proyocciones frontales de las generatrices ropreson- 
tan las proyecciones de los puntos de la curva de intersección que se 
busca, que en el caso dado es una elipse. Con ayuda de estas proyec- 
ciones han sido halladas las proyecciones sobre los planos H y W. 

Uno de los ejes de la elipse (el mayor) se proyecta sobre el plano 
Y on forma del segmento k'p”. El otro (el menor), que es perpendicu- 
lar al plano Y, tiene como proyección un punto: el punto medio del 
segmento J'p”. 

Si se traza el plano W por el punto O perpendicularmente al ejo 
del cono (en el caso dado paralelamente al plano 41), la proyección 
del eje menor (fig. 373) se obtendrá en forma de la cuerda te de una 
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circunferencia (la proyección horizontal de la sección producida en 
el cono por el plano N). 


La proyección del ejo menor puede ser obtenida también valiéndose de la 
construcción indicada en la fig. 373 a la derecha, El cono se ha cortado según 
un triángulo, girado y abatido sobro el plano Y; Él segmento opta es igual al 5o- 

lesde el punto o perpendicularmente a 


mieje menor. Trazando este segmento 
kp obtenomos el eje menor (t£y=204t0). 








Fig. 373 


Las proyecciones de la figura sección sobre los planos 17 y W son 
elipses. La proyección sobre el plano W puede ser una circunferenci 
en esta proyección, en el caso de cierta inclinación del plano secanto, 
Jas proyecciones de los ejes de la elipse pueden ser iguales. La pro- 
yección de la figura sección (elipse) sobre el plano perpendicular al 
eje del cono (en el caso dado sobre el plano 7), no puedo ser una cir- 
cunferencia. 





En la fig. 874 a la izquierda se muestra cómo hallar. para cierto cono. la 
dirección de la traza frontal do los planos proyectantes frontales que cortan a 
esto cono según elipses que so proyectan sobro el plano W en forma de circunto- 
rencia. La construcción se ojecuta en la proyección frontal del cono. La bisectriz 
del ángulo s'm'k' corta al eje de simetría de la proyección en el punto n'. Levan- 
tando en esto punto la perpendicular a la Disectriz mín. Levantando on esto 

junto la perpendicular a la biscctriz m'n', hallamos el punto p”. La recta traza» 
Ba por los puntos £” y p”, da la dirección para las trazas frontales de los planos 
secantes que se buscan. La tarea se reduco a la construcción de la diagonal del 
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trapecio isósceles k'm'p*q”, en el cual so puedo inscribie una cireunferencia con 
contro en el punto n'. Trazando por el punto »' una recta paralola a q'p", obtene- 
mos el punto o”, que es la proyección del centro de la elipse cuya proyección fron= 
tal es el segmento lp”. 

¿So proyectará sobro el plano W en forma de circunferencia la elipse obteni- 
da en la intersección de un cono con el plano Q (fig. 374, a la derecha)? La cons- 
trucción en la fig. 374 da uno de los procedimientos de comprobación: por el 
punto p! trazamos una recta paralela a la 

aso, trezamos la bisectriz del ángulo p'g'4*, 
obtenemos el punto n'. Puesto que la per- 
pendicular trazada desdo el punto, n' a esta 

isectriz no pasa por el punto Y”, la proyec. 
ción do la sección sobre el plano W será 
una elipse, y no una circunferencia. 


En la fig. 375 se muestra la cons- 
trucción de la proyección frontal de la 
hipérbola obtenida al cortar un cono 
de revolución con un plano proyectante 
horizontal. 

Dado que la proyección horizontal 
de la hipérbola se confunde con la 
traza Sy, en la intersección de S, con 
la proyección horizontal do la base se 
determinan los puntos a y b, y con 
auxilio de óstos, las proyecciones a” 


Para hallar el punto <” (el punto 
más alto de la proyección de la hipér- 
bola sobre el plano V) se ha trazado 








Fig. 374 Fig. 375 


el plano proyectante horizontal auxiliar 7 por el eje del cono perpen- 
dicularmente a la traza S,. La proyección horizontal c del punto 
€ buscado se obtiene en la intersección de S, con Ty; una vez ha- 
Hada la proyección frontal de la generatriz SK, marcamos sobre ella 
el punto c”. 

Luego, se ha hallado el punto d”, en el que la proyección frontal 
de la hipérbola se divide en las partes vista y oculta. Este punto se 
halla con ayuda de la generatriz SN. 
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Para hallar los demás puntos de la hipérbola se puedo trazar unas 
cuantas generatrices en log límites de la parte de la supe del 
cono marcada con las letras SAKB, o unos cuantos planos secanles 
auxiliares. En la fig. 375 se muestra uno de estos planos auxiliares 
(el plano horizontal U que corta a la superficie del cono según una 
circunferencia). Con ayuda de este plano se han hallado los puntos 
F 








y 6. 
En la segunda hoja de la superficie cónica se obtiene la segunda 
rama de la hipérbola. 








Fig. 376 





En la fig. 37% so muestra la construcción de las proyecciones de 
la figura sección producida en un cono circular rocto por un plano 
de posición general, dado por la horizontal AC y la frontal AB, y 
la forma verdadera do la figura sección. 

La construcción se ha ejecutado con ayuda del método do cam- 
bio do los planos de proyección. Se ha introducido un plano auxiliar 
de proyección P, elegido de tal manera que sea perpendicular no 
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sólo al plano A, sino también al. plano secante: el eje P/H so ha tra- 
zado perpendicularmente a la proyección ac. Sobre el plano P, el 
plano secante tiene como proyección una recta sobre la cual está 
situada la proyección de la figura sección (el segmento 2,2,). Con 
esto queda determinado el eje mayor de la elipse, según $l “cual el 
cono se corta por el plano dado. En el punto 0, que divide al segmento 
1,2, por la mitad, se encuentra la proyección del centro de la elipse. 
El plano N, trazado perpendieularmente al eje del cono, permite 
hallar el eje menor de la olipse (en la fig. 376 so ha trazado una semi- 
circunferencia y sobro ella el segmento 0,3,, igual a la mitad dol ejo 
menor de la elipse). Con ayuda de los puntos 0,1) y 2p so han hallado 
las proyecciones o, 1 y 2, y luego las proyecciones 0, 1” y 2”, que se 
oncuentran dol eje V/H a la misma distancia que las proyecciones 
Op: Ly Y 2p del eje P/H, El punto 2' es el punto más alto de la proyec- 
ción frontal; el punto 7' es el punto más bajo de los puntos de la elipse 
(la proyección frontal de la sección). Para determinar la posición 
de los puntos 5 y 6”, en los cuales la elipse en la proyección frontal 
se divido en las partes evista» y <oculta», se han construido las proyec» 
ciones spdp y Sp/y de las generatrices SD y SF, so han hallado los pun- 
tos 5, y 6) y con ayuda de éstos las proyecciones 5 y 6, y a continua 
ción las 57y 6', Pero se hubiera podido hallar aunque fuera solamonto 
el punto 5” y trazar por él una recta paralela a la proyección a'b”, 
puesto que el plano del meridiano principal del cono corta al plano 
secante dado según la frontal. 

El eje menor de la elipse se proyecta sobre el plano A on vordadora 
magnitud (el sogmento 3—4), situándose sobre la horizontal del 
plano secanto, y es también ol ejo menor de la elipse que represonta 
la proyección horizontal de la figura sección. La forma verdadora 
de esta figura so ha obtenido construyendo la elipse con ayuda do 
su eje mayor (Lo2,=1,2)) y su ejo menor (3,4: =3—4). 

En la fig. 377 se muestra una construcción semejante, cuando ol 
plano secanto está dado por sus trazas. 


La construcción de los proyecciones de la sección so ha comenzado hallando 
los puntos pertenecientes al contorno de la proyección frontal dol cono. Para 
ello se ha trazado por el oje del cono el plano secanto auxiliar 2 paralelo al pla- 
no V; la traza de este plano es Ry. El plano R corta al plano P según la frontal, 
y el éono, según dos generatris, Los puntos 4 y 8, obtenidos en la intersección 

jo la frontal con las generalrices, pertenecen a la Línoa de intersccción buscada 
dol cono con el plano P. 

En los puntos a” y 0' la proyección frontal de la línea de intersección hnco 
contacto con el contorno de la proyección frontal del cono y se divido en dos 
partes: la vista y la oculta. Luego se han construido dos puntos característicos 
más D, a saber: los puntos superior e inferior de la sección, para lo cual se ha 


1 Se llaman puntos característicos a Lales puntos de la curva de intersección, 
coma cl més alojado y el más cercano al plano de proyección, a los puntos que 
Sividen a lrcurva en las partes vista y culta, y a os extremos de Jos ejes delas 
olipses. 
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trazado el plano secante auxiliar Q, que es un plano proyectante horizontal, per» 
peudicular ala traza Pa y que pasa por el ejo del ono. El plano Q corta al cono 

cún las genoratrices $7 ($1, 50) y SU (Su, su), y al plano P, según la línea 
NX (»'k', nk). Los puntos C y D, obtonidos en la intersección de las generatrices 
ST y SU'con la recta NK, serán los puntos buscados, El segmento CD es ol eje 
mayor de la elipse que se obtiene en la intersegción del cono dado con el plano P. 











Fig. 377 


La proyección ed es ol oje mayor de la olipse quo ropresenta la proyección hori- 
zontal de la sección. Dividiendo CD por la mitad obtendromos la posición dol 
centro de lu olipse; los puntos o” y o son los centros do las elipses (las proyeccio- 
nes de la figura sección). 

Para hallar los puntos intermedios de la línea de intersocción es cómodo 
valerso de planos secantes horizontales, puesto que éstos cortan a la superficio 
del cono según circunfcrencias, y al plano P, según horizontales. Para esta cons- 
trucción son útiles solamente aquellos planos euyas trazas frontales están situa- 

cn los Límites entro c' y d', puesto que cu el caso dado por encima del punto 
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4' y más abajo del punto <' no pueden haber puntos pertenecientes a la línea de 
intercsccción. En la fig. 377 se muestra la construcción de los puntos £, F, G 
y H, con la ayuda de dos do dichos planos; uno de ellos ha sido trazado por el 
punto O, gracias a lo cual se ha determinado el segmento e/, que representa el 
eje menor do la clipso obtenida en la intersección del cono con el plano P y al 
mismo tiempo, el eje menor do la proyccción horizontal de ésta elipse, 














Fig. 378 


Los segmentos e'd' y ef son diámetros conjugados para la olipso (la proyec» 
glón frontal de la figura ¡ccción), Con ayuda do cetos segmentos se pueden ha- 
llar los ejes de la elipse. 

La forma verdadera do la sección se ha hallado abatiendo ol plano socanto 
sobre el plano J/. La elipso puedo ser construida con ayuda de sus ejes mayor y 
monor, cuyas longitudes so han hallado abatiendo los puntos oxtremos do los 
ejes: Ca y Do del eje mayor, y Es y Fo del eje menor. 

En la fig, 378 so muestra la construcción del desarrollo, La superficio lato- 
ral so desarrolla en un sector circular. El ángulo del sector so calcula por la fór- 





mula «==2--360*, donde r es el radio de la circunferoncia de la baso del cono, 





1) Sobre los diámetros conjugados de la elipse véase el $ 24. 
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En la fig. 379 so muestra la determinación de los puntos de la curva de in- 
torsección de cierto cono con un plano do posición general Q: más alejado y más 
cercano al plano /1. Para la construcción de estos puntos se han trazado 103 pla= 
nos P y T, tangentes al cono, de tel modo que sus trazas Py y T) scan paralelas a 
On; con esto quedan determinadas las generatricos de la Superlicie cónica sobre 
las cuales doben estar situados los puntos que so buscan K y M. 





Fig. 379 


Primeramente se construyen las proyecciones horizontales k y m en los pun* 
tos do intersección de los proyecciones horizontales do las horizontales, según 
las cuales los planos P y 7 cortan al plano Q, con las proyecciones horizontalos 
do las goneratricos SA y SB, y a continuación, en los proyecciones frontales de 
estas generatrices se marcan las proyocciones k' y m”. 











b) 
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¡g. 380, a se muestra la construcción de las curvas que se obtienen en 
la superficie de un cono de revolución al cortarlo con las caras de un prisma 
hexagonal regulas!, Dos de las caras laterales situadas on los planos, pro- 
yoctontos horizontales P y O, y la tercera, en el plano frontal $. La posición do 
estos planos respecto al eje del cono permite determinar en seguída cuáles curvas 
so obtendrán en la intersección. Se obtienen hipérbolas, además, una de cllas se 
proyecta sobre el plano V en verdadora magnitud. 

Para hallar los puntos de las curvas se han tomado los paralelos del cono, 
Ante todo so han hallado los puntos extremos 7, 4, 2 y 3 en la proyección horl- 
zontal, y con ayuda de éstos se han hallado los puntos 7”, 4”, 2” y 5' en la proyoc- 
ción frontal. Luego con ayuda del plano horizontal auxiliar 7 so ha determinado 
Primero el punto $” sobre ol contorno de la proyección frontal del cono y a conti- 
huación so ha obtenido el punto 6 y cor ayuda do la circunferencia de radio 06 
se han construido los puntos 7, 8 y 9 con auxilio do los cuales se han hallado los 
puntos 7, 8' y 9. 

En la fig. 380, d está representada una tuerca de seis aristas (vieno dada 
solamento la vista anterior); las curvas que soparan las caras laterales do la tuer- 
ca do su parto cónica, ropresentan hipérbolas, la construcción de las proyeccio- 
nes do las cuales es análoga a la mostrada en la fig. 380, a, 








PREGUNTAS AL $ 57 


1. ¿En qué consiste ol procedimiento general de construcción de la línea 
oyrva que se obtieno en la sección producida en una suporficio cónica por un 
lano 

E 2. ono debe trazarse el plano para que éste corte a una suporficio cónica 
según líneas rectas? 

3, ¿Cuáles curvas se obtienon al cortar un cono de revolución con planos? 

4. ¿En toda suporficio cónica puedo sor inscrita una esfera? 

5. ¿Cómo so construyo el ojo monor de la olipse que se obtiene al cortar ua 
cono do revolución con un plano? : 

6, ¿Cuál curva tiene como proyección sobro ol plano perpendicular al cjo 
dol cono la elipse que se obtiene al cortar un cono de revolución? 

7. ¿Cómo se construyo el desarrollo de la superficie lateral de un cono de 
revolución? 

8. ¿Qué ropresentan las curvas en una tuerca con bisel cónico? 





$ 58. INTERSECCIÓN DE UNA ESFERA 
Y UN TORO POR UN PLANO. EJEMPLO 
DE CONSTRUCCIÓN DE LA «LÍNEA DE CORTE» 
EN LA SUPERFICIE DE UN CUERPO 
DE REVOLUCIÓN COMPUESTO 


Independientemente de cómo esté dirigido el plano secante, éste 
siempre corta a la esfera según una circunferencia, que se proyecta 
en forma de un segmento de recta, de una elipse o de una circunferen- 
cia, en dependencia de la posición del plano secante con respecto del 
plano de proyección (fig. 381). El eje mayor de la elipse (8—4), 
que es la proyección horizontal de la circunferencia sección, es igual 
al diámetro de esta circunferencia (3—4=2"2"); el eje menor 1—2 


1 Para economizar sitio, ja proyección horizontal se representa no total- 
monte, sino solamente la mitad, 
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so obtiene por proyección. Los puntos 5” y 6' en la proyección fron- 
tal del ecuador dan la posibilidad de hallar los puntos 5 y 6, en los 
que la elipse (la proyección horizontal de la cireunferencia) se divide 
según la visibilidad sobre el plano Hf. 

Al construir las proyecciones do la circunferencia que se obtione 
al cortar una esfera con un plano, se emplean planos auxiliares (véase 
la pág. 238), que dan, por ejemplo, en la esfera sus paralelos, y en el 
plano las horizontales. Se emplea también la transformación del di- 
bujo con ol fin de obtener la perpendicularidad del plano secante con 
respecto del plano de proyección aux 









Fig. 381 


La construcción de la curva de intersección de un toro con un plano 
se realiza también con ayuda de planos que cortan al toro y al plano 
secante. En este caso, para el toro se eligen planos que lo corten según 
cireunferencias (recordemos que el Loro posee dos sistemas de seccio- 
nes circulares: en los planos perpendiculares a su eje, y en Jos planos 
que pasan por esto eje). El esquema de construcción en lo fundamental 
es análogo al mostrado en la fig. 359. En efecto, en la fig. 382 so 
muestra que los planos auxiliares S, y S2, perpondiculares al eje dol 
toro (en el caso dado del anillo circular), cortan a su superficie según 
las circunferencias de radios R, y Ra, y al plano P, según rectas que 
so proyectan sobre el plano Y en los puntos 3”, 3' y 7”, es decir, por- 
pondiculares al plano Y. De ahí so obtienen los puntos de la figura 
sección. 
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Aclaremos Ja construcción en la fig. 382. Para el anillo circular 
se dan las representaciones: la mitad de la proyección frontal y la 
proyección de perfil. El anillo se corta con el plano proyectante f 
tal P. La semicircunferencia de radio R, es la línea do intersec 
del anillo con el plano frontal auxiliar S,. Esta semicircunferencia 
haco contacto con la traza P,; por eso se determina solamente un 
punto (3, 3") de la línea de intersección de la superficie del anillo 
con el plano P sobre el plano S,. Pero si se traza el plano $, entonces, 
sobro este plano so encontrarán dos puntos pertenecientes a la línea 
de intersección buscada. El plano S¿ determina en la superficie del 
anillo la semicircunferoncia de radio R, que corta a la traza P, on 








dos puntos 5” y 7”, que son las proyecciones frontales de Jos puntos 
de intersección de la superficie del anillo con el plano P. Así se 
puede proceder unas cuantas veces más y obtener una serie de puntos 
pertenecientes a la línea de intersección buscada. _ - 

La figura sccción posee ejes y centro de simetría. Las distancias 
la y La, determinadas en el curso de la construcción, desde los pla- 
nos S, y S, hasta, en esle caso, el plano vertical de simetría del anillo 
circular, se emplean para marcar los puntos 3, y 3a al construir la 
Sorma vérdadera de la sección (para marcar los puntos 4a, 60, 70 Y 80 
se ha hecho uso de la simetría). 

La curva de intersección obtenida nos recuerda una elipse. Pero, 
claro está, esto es sólo una semejanza exterior, que además no es 
muy grande. La elipse es wna curva de segundo orden (véase el 
$21), mientras que la curva construida de intersección de la super- 
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ficie del toro con el plano se expresa con una ecuación algebraica 
de cuarto orden”. 


En la fig. 383 so muestran las secciones producidas en la superficie de un 
toro abierto (anillo circular), en el primer caso, por un plano que pasa por el 
ejo del toro (1=0, donde 1 es la distancia deedo el plano secante hasta dicho eje), 
que son dos circunferencias, y en los demás casos (2—5) el plano corta a dicha 

superficie según curvas en dependencia de 1, R y r. 

A las curvas obtenidas se les llama curvas de 
Perseo (uno de los geómotras do la Antigua Grecia). 
Esta son curvas algebraicas de cuarto orden. 

Las curvas (2—5) mostradas on la fig. 383, 
tienen diferente forma: do óvalo con un eje de 
simetría (2), de curva de dos lóbulos con punto 
nodal en el “orígen de coordenadas (3), de curva 
ondulatoria (4), de óvalo con dos ejes de simetría 
(5) (véase la (ig. 382). Estas curvas pasan a ser 
óvalos de Cassini 9) (un caso particular d 
vas de Perseo) on los casos siguien! 
abierto (siendo R>2r, do R<2n), 
para un toro cerrado (R=r) y para un toco 














Fig. 383 Fig. 384 


quo so corta a sí mismo (R<r), si l=r, con la particularidad de que para ol toro 
abierto (anillo circular) siendo R=2r se obtiene la lemniscata de Bernoulli”; para 


1 La curva cerrada construida en la fig. 382 so rofiere a los óvalos, os 
decir, a las curvas planas cerradas convezas que no poseen puntos angulares, Entro 
los óvalos pueden haber compuestos de arcos de circunferencias y, por consiguion= 
to, trazados con ayuda de un compás; poro esto no da motivo para considerar 
como óvalos solamente a tales líneas. 

% Juan Domingo Cassini (1625—1712), astrónomo. El óvalo do Cassini 
es una curva algebraica de cuarto ordon, simétrica respecto de los ejes de coordo- 
hadas, el lugar geométrico de los puntos A, para los cuales F¿M-F,M=a*, 
dondo F, y F; son puntos fijados (focos), y a es una constanto, 

3 Lemníscata procedo do la palabra griega lemniscos que significa cinto. 
Danicl Bor no u 111, (47004782), matemático y mecánico, desde 1725 hasta 
1733, académico de la Acadomia do Cioncias de San Petersburgo fundada 

Pedro Ion el año 1724 (en la actualidad, Academia de Ciencias de la URSS). 

¡a lemniscata de Bernoulli es el lugar geométrico de los puntos M, para los cuales 


FM-FAM: (E 2), dondo F, y F, son puntos fijados (locos). 























z 
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ésta su origen (fig. 384) es un punto doble: las tangentes (y=4.) son perpen- 
diculares entro sí. 


En la fig. 385 vieno representado ciérto cuerpo de revolución, 
delimitado en la parte que se examina por tres superficies cilíndri. 
cas, una cónica, una esférica y tres superficies de anillo circular, y 
también por dos planos, que en la posición representada on la fig. 385 
son frontales (en el dibujo vienen dadas sólo las mitades de la vista 
superior y del corte de perfil). 











Aosta Anillo Amo... 
Esfera | Cilindro 1 Ciinaro 











Fig. 385 


En la intersección con la superficie del cuerpo de revolución, 
estos planos dan precisamente «líneas de corte», que se encuentran 
con frecuencia en las piezas, que representan cuerpos de revolución. 






de conjugació 


A los que les interesen unos datos más dotallados acerca de las curvas 
de Perseo y sus casos particulares les recomendamos el libro de A. A.Sa vélo y 
«Curvas planas». 

2 En la fig. 385 los puntos de conjugación se muestrau sólo en una mitad 
do la vista anterios. 
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una circunferencia. Los arcos de estas circunferencias representados en ol plano 
W determinan las proyecciones de perfil de los puntos característicos en la línea 
de corte. Por la posición de los puntos 2” se determina la posición de la proyec- 





La línea de corte en el cono, en este caso, es una hipérbola. Su vértico (el 
punto o”) ha sído hallado en virtud de la posición evidente de la proyección e”. 
Conociendo la posición del punto c* determinamos la proyceción del arco de cír= 
ounferencia, sobre ol cual debe estar situado el punto C. 

So muestra también la construcción con ayuda do un punto (intermedio) 
en cada sección de la línea do corte, La construcción está clara del dibujo. En 
las zonas de la esfera y los cilindros los puntos «intermedios» no es necesario ha- 
llar, puesto que la esfera so ha «cortado» sogún una circunfere: cia, representada 
en la vista principal en vordadera magnitud, con la particumridad de quo el 
radio de esta circunferencia so obtiene como el mayor de los segmentos c-0”, y 
los superficios cilíndricas han sido «cortadas» según las general 












$ 59. INTERSECCION DE LAS SUPERFICIES 
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En la fig. 386 a la izquierda se muestra la intersección de una 
línea recta con cierta superficie cilíndrica. Esta suporficie está dada 
por su traza sobre el plano A (la curva MA) y la dirección de la go- 
neratriz (la recta M7). Por la recta AB se ha trazado cl plano pro- 
yoctanto, frontal auxiliar $ que corta a la superficie cilíndrica dada 
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según una curva, construida con ayuda de los puntos en los cuales 
las goneratrices de la superficie cortan al plano 5. En la intersección 
de la curva obtenida con la recta dada 4B hallamos el punto K en 
el que la recta AB corta a la superficie cilíndrica. 

Este procedimiento es general para la construcción de los puntos 
de intersección de una recta con una superficie cualquiera: por la 
recta se debe trazar un plano auziliar, hallar la línea de intersección 
de este plano con la superficie; el punto de intersección de la recta dada 
con la línea construida sobre la superficie será precisamente el punto 
de intersección de la recta con la superficie buscado. 











Fig. 387 


Aquí se observa una analogía complota con la construcción del 
punto de intersección de una recta con un plano (véanse los $5 22 y 25). 


La construcción mostrada en la fig. 386 a la izquierda, claro está, so sim- 
plifica si (fig, 386, a la derecha) el plano auxiliar 7 es paralelo a la goneratriz 
MT; la superlicio resulta cortada según una recta paralela a MT y determinada 
por'un solo punto Z. Esto es uno do los casos particulares posibles, a sabor: la 
recta dada AB está situada en el plano paralelo a la goneratriz M7. 

A veces es innecesario mostrar el plano auxiliar. En la fig. 387 so dan al- 
gunos ejemplos; 0 cilindro ciroular recto cuyo eje es perpendicular al plano 41, 
yn cono con la misma posición de su eje. La proyección horizontal del punto 

le intorsección do la recta AB, porpondicular al plano 27, con la superficie la- 
toral del cono circular recto se confundo con la proyección horizontal de la pro- 
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pia recta. Trazando la proyección horizontal de la generatriz S7 y construyendo 
Zu proyección frontal 42", hallamos la proyección frontal 4 del punto buscado. 


El plano auziliar trazado por una recta, al cortar ésta a una super- 
ficie cualquiera, debe ser elegido de tal modo que se obtengan las sec- 
ciones más simples. 

Por ejemplo, al cortar una superficie cónica con una recta, tal 
plano es el plano que pasa por el vértice y, por consiguiente, que corta 


E al 








Fig. 388 


a esta superticio según líneas rectas. Al cortar una superficie cilín- 
drica con una recta es conveniente trazar el plano auxiliar por la 
recta dada paralelamente a las generatrices de esta superficie; al 
cortar una superficie cilíndrica con un plano trazado de esta manora 
se obtienen líneas rectas. 

En la fig. 388 so da el ejemplo con un cono, donde los puntos de 
intersección se han hallado con aynda del plano P +determinado 
por el vértice del cono v la recta dada. 
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Para construir las generatrices según las cuales el plano P corta 
al cono, es necesario hallar un punto más para cada generatriz, ade- 
más del punto S. Estos puntos pueden ser hallados en la intersección 
de la traza del plano P, obtenida en el plano de la base del cono, con 
la circunferencia de esta base. En la fig. 388 el plano de la base del 
cono se ha tomado como plano de proyección /f; por eso la traza del 
plano se ha designado por P,. Para su construcción se ha tomado la 
recta ouxiliar SC (la horizontal del plano P) y so ha hallado la traza 





Fig. 389 Fig. 390 


horizontal de la recta AB. La traza P, pasa por el punto m paralela- 
mento a la proyección se. Por los puntos Z, 2” y 2, 2* pasarán las gene- 
ratricos buscadas. Los puntos K, y K, son los puntos de entrada y de 
salida en la intersección de la recta AB con la superficie del cono. 

Si vieno dado un cono truncado (fig. 389) y no se puede construir 
la proyección frontal del vértice, entonces se puede tomar el punto 
n' como proyección frontal del punto de intersección de la recta dada 
AM, con cierta recta auxiliar que pasa por el vértice S; una vez ha- 
llada la proyección n, construimos la proyección horizontal de la 
recta auxiliar SM, (haciendo uso del punto s). Lo demás está claro 
del dibujo. 

En la fig. 390 so muestra la construcción de los puntos K y M, 
en los que el segmento AB corta a la esfera de radio R. Se ha apli- 
cado el método de cambio de los planos de proyección. 

Ante todo, por AB se ha trazado el plano proyectante horizontal 
S (su traza en el plano // se confunde con la proyección ab). Este 
plano corta a la esfera según una circunferencia cuyo radio R, es 


$ 59. INTERSEC. DE SUPERFICIES CURVAS POR UNA RECTA 269 


igual al segmento eZ. Tomando este mismo plano S como plano de 
proyección auxiliar que forma con el plano H el sistema S, //, cons- 
truimos la proyección a,b, del segmento AB (aa,=a'2", bb,=0'3') 
y la proyección de la circunferencia según la cual el plano S“corla a 
la eslera. La proyección del centro c, la hallamos marcando c,c= 
=0'4' y desde c, como centro describimos un arco de radio RR; de 
tal modo que se obtengan los 
puntos k, y m, (es innecesario 
trazar toda la circunferencia de 
radio Ry). Con ayuda do estos 
puntos hallamos primero las pro- 
yecciones k y m y con auxilio de 
estas últimas, las proyecciones 
Py d 





ym. 
En la fig. 391 se da un ejemplo. 
más de construcción de los puntos 
de intersección de una línea recta 
con una superficie que delimita 
cierto cuerpo de revolución. Ade- 
más de dos planos, el cuerpo 
está delimitado por dos superfi- 
cies cilíndricas de revolución y la 
parte de transición entre éstas 
(la superficie de un anillo cir- 
cular). En el punto K, la recta 
corta a la superficie cilíndrica y 
Juego corta en el punto K, a la 
superficie del anillo circular. Para 
construir las proyecciones de este 
punto se ha hallado la curva con 
las proyecciones 1—2—3, 12'3" 
obtenida al cortar la superfi 
del anillo con el plano $ tra- 

zado por la recia AB perpendicularmente al plano /f. La curva 
so ha construido con ayuda de sus puntos haciendo uso do los pa- 
ralelos; en el dibujo se muestran dos, señalados con los puntos 
M y N. A continuación la recta corta de nuevo a la superficio del 
anillo en el punto Xy y sale fuera de los límites de la superficie por 
el punto K,. 

Ahora prestemos atención on la construcción moslrada en la 
fig. 392. Aquí está representado un cilindro oblicuo con base cireu- 
lar. Para construir los puntos de intersección de la superficie del 
cilindro con la recta AB trazamos el plano P determinado, además 
de la recta AB, por la recta auxiliar BM, trazada por el punto B 
paralelamente a las generatrices del cilindro. Tal plano corta al ci- 
lindro según sus generatrices. Si se hallan las trazas horizontales de 











Fig. 391 
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las rectas que determinan al plano, entonces se puede trazar la traza 
horizontal del plano P. Señalando los puntos 7 y 2 en la intersección 
de la traza P,, con la base del cilindro (ésta está situada en el plano 
H), trazamos por estos puntos rectas paralelas a la proyección hori- 
zontal de la generatriz del cilindro y marcamos los puntos %, y k, 
(las proyecciones horizontales de los puntos de intersección de la 
recta AB con la superficie del cilindro). A continuación hallamos los 
puntos ki y kz. 





Fig. 392 * 





Tal construcción se puede también representar comio la proyección ol 
dol cilindro y la recta 4 sobro el plano //. La proyección se efectúa vn dirección 
paralela a la generatriz del cilindro. El punto Y lo la recta AB está situado on 
el. plano 4; el punto M, es la proyección oblicua del punto 8, construido sobre 
el plano 4. La esta mn, cola proyección oblicua de la ecta 12 sobr l plano 
El cilindro tiene como proyceción sobre esto plano a su baso. Lo demás está 
claro del dibujo. 





Al resolver problemas de la intersección de superficies con una 
línea recta puedo ocurrir que la recta dada no corta a la curva, que 
delimita a la figura obtonida al cortar la superficie dada con un 
plano trazado por la recta, sino que sólo hace contacto con ella. 
En este caso la recta es tangente a la superficie dada. En general, 
sí se necesita determinar cómo está situada la recta respecto de la 
superficie, es necesario trazar por la recta un plano que corte a la 
superficie y examinar la posición recíproca de la recta y la figura 
obtenida en la intersección de la superficie con el plano. 
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En este parágrafo se ha examinado el problema de la construe- 
ción de los puntos que se obtienen al cortar una superficie curva 
con una recta. El procedimiento general es: 1) el trazado de un plano 
por la recta dada, 2) la construcción de la línica de intersección de 
la superficie con este plano, 3) la determinación de los puntos do 
intersección de la línea construida con la recta dada. 

¿Cómo se debe proceder si cierta superficie debe ser cortada no 
con una recta, sino con una curva plana cualquiera? Evidentemento, 
el procedimiento expuesto es aplicable también en este caso, con la 
particularidad de que como plano trazado por la línea recta, sirvo 
aquí el plano en ol que está situada la propia curva plana. 
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INTERSECCIÓN 
DE UNA SUPERFICIE POR 
OTRA, DE LAS CUALES 
POR LO MENOS UNA 
ES CURVA 


$ 60. MÉTODO GENERAL DE CONSTRUCCIÓN 
DE LA LINEA DE INTERSECCIÓN 
DE UNA SUPERFICIE CON OTRA 


El método general de construcción de la línea de intersección 
de una superficie con otra es la determinación de los puntos de esta 
línea con ayuda de ciertos planos secantes . En la fig. 393 a la iz- 
quierda se muestra que las superficies 7 y /7 se han cortado con 
cierta superficie 171; esta superficio auxiliar corta a la superficie 
I según la línea AB, y a la superficio 17, según la línea CD. El punto 
K, en el que se cortan las líneas AB y CD, os común para las superfi- 
cies 7 y FI y, por lo tanto, pertenece a la línea de intersección de 
las mismas. Repitiendo este procedimiento obtenemos una serie 
de puntos de la línea buscada. Nosotros ya hicimos uso de este pro- 
cedimiento al examinar (véase el $24) la construcción de la línea 
de intersección de un plano con otro. Entonces el problema so rodu- 
cía (fig. 166) al empleo de dos planos auxiliares. Cada uno de ellos 
permitía hallar un punto, común para ambos planos, la línea de 
intersección de los cuales era necesario hallar, 

Aplicando el procedimiento general indicado para la construc- 
ción do la línea de intersección de dos superficies curvas podemos: 

1) cortar las superficies con planos auxiliares; 

2) cortar las superficies con superficies curvas auxiliares (por 
ejemplo, con esferas). . 

En algunos casos de resolución de problemas se combina el em- 
pleo de planos auxiliares y suporficies curvas. Se debo, en lo posible, 


» Paro las líacas-de intersección so usa también el nombre de «línea de 
transición,» sobre todo en aquellos casos en quo on la transición de una superfi- 
cie a otra no existe una intersección destacada. A las superficies secantes auxi- 
liares so les suele llamar «intermediarios», 
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elegir tales superficies auxiliares que en la intersección con las su- 
perticies dadas dan líneas simples para la construcción (por ejemplo, 
rectas o circunferencias). 

En el caso general, los planos secantes auxiliares se emplean 
también para la construcción de la línea de intersección de una si 
perficie curva con otra de caras. 

El procedimiento geñeral indicado de construcción de las líneas 
do intersección de una superficie con otra no excluye el empleo de 
otro procedimiento, si por lo menos una de estas superficios es reg- 
lada: hallar el punto en el que la generatriz rectilínea de una super 
ficie corta a la otra superficie y, repitiendo este artificio para una 





Fig. 393 


serie de generatrices, trazar por los puntos hallados la línea buscada. 
En la fig. 393 a la derecha se muestra quo por la generatriz SM de 
la suporficio Y se ha trazado el plano 777 que corta a la segunda su- 
perficie (17) según la curva CD; la genoratriz SM costa a esta curva 
en el punto K por el que pasará la línea buscada de intersovción de 
las suporficies 7 y LL. 

Esto se refiere también al caso de intersección de una superfi- 
cio curva por una superficie de caras: aquí como genoratrices sirven 
as aristas de la superficie de caras. 

Así pues, para construir los puntos de la línea que se obtiene en 
una superficie al cortarla con otra superficie se emplean planos se- 
cantes auxiliares de posición particular y general, superficies curvas, 
generatrices rectilíneas de superficies curvas regladas y las aristas 
de las superficies de caras. Además, se recurre a los procedimientos de 
transformación del dibujo, si esto simplifica y aclara la construcción. 

En los ejemplos dados en la exposición ulterior, principalmente 
se examinan cuerpos geométricos, es decir, porciones limitadas do 
espacio con el conjunto de líneas que Jas delimitan (superficies). 
De dos superficies solamente una corta a la otra. Por eso una de las 
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superficies se conserva, y en la otra, en la cortada, surgen orificios. 
Aquí pueden surgir los casos siguientes: 1) penetración, con la parti- 
cularidad de que se obtienen o bien dos líneas independientes (vé- 
aso, por ejemplo, la fig. 412, donde el cono con eje horizontal penetra 
en otro cono), o una sola línea con punto nodal (fig. 427); 2) morde- 
dura, cuando se obtiene una línea (véase, por ejemplo, las figs. 396 
y 426). 

En las piezas fundidas las líneas de transición son por lo goneral 
suaves, es decir, el paso de una superficie a otra tiene lugar por una 
superficie intermedia, por ejemplo, por un toro. En este caso para 
designar la transición se construye la línea de intersección de las 
formas geométricas que sirven como base para las formas técnicas 
(véase, por ejemplo, las figs. 399 y 430) Y. 

Las proyecciones de la línea de intersección se obtienen dentro 
de los límites de la parte común de las proyecciones de ambas super- 
ficies. 

Para construir los puntos de la línea de intersección, primero 
se deben hallar los puntos llamados corrientemente característicos ". 
Estos son los puntos, cuyas proyecciones soparan la parte vista 
de la proyección de la línea de intersección de la oculta, son las pro- 
yecciones de los puntos de la línea de intersección, más altos y más 
bajos respecto del plano A, más cercanos y más lejanos con relación 
al observador, los puntos extremos a la derecha y a la izquierda en 
las proyecciones de la línea de intersección. 


$ 61. ELECCIÓN DE LOS PLANOS SECANTES 
AUXILIARES EN LOS CASOS CUANDO ÉSTOS PUEDEN 
CORTAR A AMBAS SUPERFICIES SEGÚN LÍNEAS 
RECTAS . 


Cuando ambas superficies son cilíndricas o cónicas, o en el caso 
en que una de ellas es cilíndrica y la otra cónica, a veces, los planos 
auxiliares debon elegirso de tal manera que corten a ambas superfi- 
cies según líneas rectas (según las generatrices de estas superfi- 
cies). El punto de intersección de la generatriz de una suporficio 
con la generatriz de la otra pertenece a la línea de intersección. 

En la fig. 394 se da un ejemplo de la olección de los planos se- 
cantes para los casos de intersección de un cilindro por otro. Como 
«patrón» para estas superficies sirve el plano P, «el plano de parale- 
lismo», determinado por dos rectas que se cortan LM y LN, parale- 
las respegtivamente a las goneratrices de los cilindros. Este plano 


D En semejantes casos, es decir, cuando se considera un cuerpo monolítico, 
es más exacto hablar de la línea de unión de las suporficies. 
% So les suole llamar también ede apoyo». 
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es de posición general; por consiguiente, en oste caso, los planos se- 
cantes auxiliares son también de posición general. Basta prefijar 
las trazas horizontales de estos planos, trazándolas paralelamente a 
la traza P,: las direcciones de las rectas, según las cuales estos planos 


pa 








Fig. 394 


cortan a ambos cilindros, son conocidas, son paralelas a las generat- 
rices de los cilindros. Por ejemplo, la traza P ,y]|P, corta en dos pun- 
tos a cada una de las líneas directrices de los cilindros dados, lo que 
ofreco la posibilidad de determinar sus genoratrices. stas genera- 
trices se corlan en cuatro puntos pertenecientes a la línea de inter- 
sección buscada. La construcción se ha efectuado suponiendo que 


pas 
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uno de los cilindros penetra en el otro, formando en la superficie 
de este último dos orificios. 

Evidentemente, en semejante construcción se puede elegir una 
u otra generatriz de uno de los cilindros, trazar la traza del plano 
secante por la traza de esta generatriz, como se ha hecho con la traza 
Pi, y analizar si da este plano los puntos de intersección con las 
generatricos del otro cilindro, obtenidas con ayuda del mismo plano. 

Análogamente se construye el patrón de planos secantes auxilia- 
res on los casos de intersección de un cilindro por un prisma y vice- 
versa. 

En la fig. 395 se ha efectuado la construcción de las líneas de 
intersocción de la superficie de un cilindro por uva pirámido. Para 
la elección de los planos que corten según líneas rectas no sólo a las 
caros de la pirámide, sino también a la superficie cilíndrica según 
las gencratrices, se ha trazado la recta SM paralela a la generatriz 
de esta superficie y que pasa por el vértico do la pirámide. Obvia- 
mente, sí en vez do lu pirámide tomamos un cono, se debe proceder 
del mismo modo: trazar una recta por el vértice del cono paralola- 
mente a la generatriz de la suporficie cilíndrica. Las trazas horizon- 
tales de los planos secantes auxiliaros deberán pasar por el punto m, 
lo que corresponderá al trazado de los planos por la recta SM. Las 
trazas horizontales de los planos cortan a las trazas horizontales 
de las superficios laterales del cilindro y de la pirámide en los puntos 
por los que pasan las proyecciones horizontales do las líneas de in- 
tersocción do los planos auxiliares con las superficies dadas. Por ejem- 
plo, la traza 7, corta a las proyecciones horizontales de los lados de la 
base de la pirámide en los puntos d y e, lo que corresponde a la intorsec- 
ción do las caras SBC y SAC por el plano 7 según las rectas SD 
y SE. Pero el mismo plano 7 corta a la superficie cilíndrica según 
la generatriz con el punto inicial 7, 7”. En la intersección de esta ge- 
neratriz con las rectas SD y SE se obtienen los puntos 8, 8' y 9, Y, 
portenecientes a la línea de intersocci: Esta línea se encuentra 
en la superficie cilíndrica, puesto que en el caso dado la pirámide 
ponetra en el cilindro, saliendo de éste por la base superior, en la 
que se oblione un orificio triangular. 

Las curvas en la superficie cilíndrica dada son arcos de elipsos, 
puesto que representan las líneas do intersección de esta superf 
cie por planos (las caras de la pirámide). La construcción debe ini- 
ciarse con la dolerminación de los puntos de intersccción de las aris- 
tas de la pirámide con el cilindro. 

En la fig. 396 so ha construido Ja línea de intersección, que so 
forma en la superficie del cono (con el vérlice S) en el caso de mor- 
dedura de éste por el cono de vértice T. 

Para hallar los puntos de la línea de intersección se han empleado. 
planos de posición general, cada uno de los cuales debe pasar por los 
vértices de ambos conos, 
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Fig. 393 


Previamente se ha trazado una recta por los vértices S y 7. Los 
planos que pasan por la recta S7 cortan a las superficies cónicas 
según sus generatrices. 

Estos planos forman un haz, como eje del cual sirve la recta ST, 
Una voz construida la traza horizontal de esta recta, obtenemos el 
punto m, por el que deben pasar las trazas horizontales de los planos 
requeridos, por ejemplo, la traza Py. Intersecando la circunferencia 
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Fig. 396 
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de la base del cono de vértice S, la traza P, da los puntos a y b, con 
ayuda de los cuales se pueden hallar las proyecciones horizontales 
de las generatrices SA y SB sobre la superficie de este cono. Luego 
hallamos las proyecciones frontales de las generatrices indicadas 
(sa y $0). 

Ya vimos un procedimiento semejante en la fig. 282, donde se 
examinaba la intersección de una pirámido por otra. 

Pero la traza horizontal P, no permite en este caso determinar 
las generatrices del cono de vértice 7, sutiadas en el plano P; por 
eso hallamos la traza de perfil P,, que corta a la línea de intersección 
de la superficie cónica con.el plano W en los puntos c” y d”. Una vez 
construidas las proyecciones ho- 
rizontales y frontales de los pun- 
tos C y D, construimos las gene- 
ratrices del cono de vértice 7: 
CT y DT (c't', ct y d'1, di). Las 
generatrices halladas se cortan 
en los puntos pertenecientes a la 
línea buscada. 

Trazando una serio de planos 
auxiliares por $7, se puede cons- 
truir una serie de puntos de la 
línea buscada de intersección y 
trazar por ellos una curva. 

Confrontando las construccio- Fig. 397 
nes en la fig. 396 y las construccio- se 
nes do las figs. 394 y 395 vemos que en estas últimas fueron suficien- 
tes las trazas horizontales de los planos, mientras que en el caso de 
la fig. 396 fueron necesarias las trazas de porfil. Esto se explica 
hecho de que las bases de los cuerpos examinados en las figs. 394 
y 395 están situadas en el plano H, mientras que en la fig. 396 sola- 
mente uno de los conos se apoya sobre el plano H. Por esta razón, 
cuando las bases de los cuerpos están situadas en distintos planos 
de proyección (fig. 397), nos vemos obligados a emplear las trazas 
correspondientes de los planos secantes. Si, por ejemplo, como en la 
fig. 396, la superficie de uno de los conos no llega hasta el plano de 
proyección, entonces ésta se lleva hasta este plano, o sea, se cons- 
truye la traza de la superficie. 

«El trazado de los planos secantes por una recta que pasa por 
los vértices de los conos, evidentemente, es útil también para el 
caso de la intersección de la superficie de un cono por una pirámide, 

En la fig. 396 se muestra el empleo de no sólo planos de posición 
general, por ejemplo, el plano P, sino también planos de posición 
particular para hallar ciertos puntos. Así, el plano trazado por el 
punto 7 paralelamente al plano H (la traza Q,) corta al cono según 
las generatrices TE y TE,, y al cono de vértice S, según la circunfe- 
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sencia FF,. Ea da intersección de su proyección horizomial con et 
hallamos las proyecciones horizontales 5 y 6, y luego las proyeccio- 
nes 5', 6" y 5", 6". Trazando por S un plano de perfil balamos los 
puntos con las proyecciones 7, 7”, 7" y 8, 8”, $”. 





$ 62. APLICACION DE LOS PLANOS SECANTES ] 
AUXILIARES PARALELOS A LOS PLANOS 
DE PROYECCION 


En el párrafo anterior, en la fig. 396 se mostró la aplicación 
de planos secantes auxiliares: uno, paralelo al plano 7 y otro, 
valelo al plano W. Pero allí el papel principal como planos auxilia- 
res de posición general lo desempeñaba el haz de planos con la recta 
común $7. Ahora examinaremos ejemplos, cuando el empleo de 
solamente planos paralelos a los planos de proyección, resuelvo por 
completo el probloma de determinación de los puntos para la curva 
buscada. Esto ocurre en los casos en que estos planos corlan a las 
superficies, que participan en la construcción, según rectas o circun- 
ferencias. 

En da fig. 398, un cono truncado, cuyo eje es perpendicular al 
plano W, penetra en una semiesfera, en la suporficie de la cual so 
forma una curva cerrada. En este caso los puntos de la línea de in- 
dersección se han hallado con ayuda de planos paralolos al plano W 
y perpendiculares al eje del cono. Los planos P y P, cortan a la 
superficio de da semiesfera según circunferencias de radios 0'a” y 
08, y a la superlicie del cono, según circunferoncias de radios 

1% y c"b;. Construyendo las circunferencias indicadas sobre el plano 
W, hallamos las proyecciones de perfil de los puntos de la línca 
buscada. Así pues, en la intersección de las circunferencias, obtenidas 
con ayuda del plano P, marcamos los puntos 7” y 2”; las proyeccionos 
frontales y horizontales de estos puntos se encuentran en las trazas 
P» y P... De modo semejante se han hallado los puntos 3, 3” y 4, 4' 
con uuxilio del plano Py. 

Dado que el eje del cono es paralelo al plano A, entonces, trazando 
por él el plano Qparalelo al plano /7, cortaremos a la superficie del 
cono según generatrices, y a la superficie de la semiesfera, según 
una circunferencia; construyendo la proyección de esta última sobre 
el plano H, hailaremos en la intersección con las proyecciones de las 
generatrices conespondientes del cono los puntos 5 y 6. 

En este ejemplo, la posición de los puntos 7, 7” y 8, 8' es evidente. 
Estos puntos, así como los 3, 5” y 6, 6' son puntos característicos; 
en forma ampliada se muestra la construcción del punto 6, en el que 
hacen contacto una con otra las proyecciones de la generatriz del 
cono y de la dínea de intersección. 
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En la fig. 399 se da otro ejemplo, cuando los puntes de Ja línea 
de intersección de dos superficies de han hallado con la ayuda de 
planos secantes paralelos al plano H, y en un caso (el punto 8) 
al plano W. Aquí es más oportuno hablar de la línea de iransición 











Fig. 398 


(véase la nota de la pág. 274), puesto que da pieza representada Y 
(casquete de cojinete) se obtiene por fundición y alí donde la super- 
ficie cónica se junta con la esférica, no se obtiene una línea de inter- 
sccción claramente destacada. Pero en la fig. 399 se ha efectuado la 
construcción precisamente de la línea de intersección, puesto que se 
examinan formas geométricas que son las bases de las formas Léc- 
nicas. 





» Para economizar Jugar, la vista principal y la vista superior so dan no 
completas. 
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La marcha de la construcción está clara del dibujo. Para cons- 
truir las proyecciones del punto B, que tiene importancia para deter- 
minar la transición entre las proyecciones de la generatriz del cono 
y la línea do intersección sobre el plano W (el punto b”) se ha tomado 





Fig. 399 


el plano de perfil que pasa por el eje del cono. La superficie esfé- 
rica se corta según una circunferencia de radio R,=1'2". Primoro so 
ha hallado la proyección b”, luego b' y b. El punto B, así como los 
puntos A y C, es también característico Y. 








PREGUNTAS A LOS $% 60—62 


1. ¿En qué consiste ol método general de construcción do la línea de inter- 
sección de una superficio por otra? 

2. ¿Es posíble, sí por lo menos una de las superficies cuevas que so cortan 
reglada, construir la línea de intersección con ayuda de los puntos de Interses= 
ción de las generatrices de esta superficie reglada con la otra? 

3. ¿En qué so diferencian la «penetración» y la «mordedura» al intersecar 
una superficio con otra? 

4. ¿Dentro do los límites do cuól parte de las proyecciones de las superfi- 
cies que se cortan se obtiene la proyección do la línea de intersección? 














» Acerca do las proyecciones de Ja línea do intersección de una superficio 
esfcrica con una cónica véaso el $ 65. 
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5, ¿Cuáles puntos do la línea de intersección de las superficies se llaman 
«característicos» 

6. ¿Cuáles recomendaciones se pueden dar para la elección do los planos 
sccantes auxiliares en los casos de intersección do cilindros, conos, prismas y 
pirámides? 

7. ¿En cuáles casos se recomienda emplear planos secantes auxiliares paralo- 
los a los planos de proyección para construir la línea do intersección de una su- 
perficie por otra? 


$ 63. ALGUNOS CASOS PARTICULARES 
DE INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE CON 
OTRA 


1. En la fig. 400 están representados cuerpos que se cortan: 
a) dos cilindros con generatrices paralelas, lb) dos conos con vértice 
común. En ambos casos las líneas de intersección de las superficies 
son las generatrices comunes de 
estas superficies. 


de 


Supongamos que hace falta cons- 
truir las proyecciones do la recta que 
pasa por el punto 2 del eje de proyec | o 6 
ción y que forma con el plano fun FT t ? 
ángulo a y conel plano Vun ángulo ¡|| ¡ pa 
P. Es conocido que para una recta de | | ! ! 
pesiclón genoral a+p<90% (véaso | 
o Ñ 

El lugar gcomótrico de las rectas 
que pasan por ol punto dado y que 
forman con el plano // un ángulo a, es 
una superficie do rovolución cónica 
cuyo vértico se encuentra cn ol punto » 
dado y sus generatrices forman con el 
plano “41 un ángulo a. He dde 

Igualmento, el lugar geométrico ig. 
de las rectas que pasan por el punto 
dado y que forman con el plano Y un ángulo $, cs una superficio de revo. 
lución cónica cuyo vértice so encuentra en el punto dado y sus genoratrices 
forman con el plano Y un ángulo f. 

Obviamento, la recta buscada debo pertenecer al mismo tiempo a las supor- 
fícies de ambos conos que tienen un vértice común en el punto Bando, es decir, 
debe ser la líncn de su intersccción (la generatriz común). Obtendremos ocho ra” 
yos que parten del punto B y que responden a las condiciones planteadas (cuatro 
rectas). 

En la fig. 401 se ha efectuado la construcción de uno de estos rayos, El pri- 
mer cono se determina por la generatriz BA, y el ejo perpendicular al plano A, 
y.) segundo cono, por la generatriz Ba ; y el eje perpondicular al plano Y. Para 

la construcción de la recta buscada so tieno por ahora solamente el punto B (ol 
vértice común do los conos). El segundo punto (el punto X), común para las su- 
perficies de estos conos, lo hallamos con la ayuda de la esfera con céntro en el 
punto 8 (vónso más adelante la fig. 445). 

De otro ejemplo, cuando en el curso do la construcción se emplea la propie- 
dad de la intersección do dos superficies cónicas con vértico común según una rec= 
ta común para estas suporficies (generatriz), sirvo la construcción de las geno- 
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ralrices de uu superficie reglada Mamada eslindro con Ares directrices (sobro 
esta superficie véase en-€l $ 50, el apartado B, punto 2.2). Supongamos (fig, 402) 
que entre las directrices hay una recta 4 8 y dos curvas. Si tomamos el punto (1) 
sobro la generatriz rectilínea y lo aceptamos como común de das superti- 
cies cónicas auxiliares para las cuales las curvas dadas sirven de directrices, es 
tonces la recta de intersección de estas superficies cónicas. pasamlo por ol VérU 
co de las mismas, corta también a sus directrices, es decir, es la genoralriz vee! 
línca del cilindro con tres directrices, Evidentemente, hay que lomar una sorio 

de puntos de la recla dada y efec- 
tuar para cado uno de ellos la” con 
trucción indicada, lo quo da una 
sorio de geueratrices del cilindro 
con tres directrices. 

Si las tres directrices de esta 
superficie son líneas curvas, enton- 
ces ol método de construcción in 
cado se comserva el mismo: los pun- 
tos, que sirven de vértices de las 
superficies cónicas auxiliares, se to- 
man sobre una de las curvas dada: 
































Fig. 401 Fig. 402 


2. En el caso de intersección mutua de superficies de revolución 
de segundo orden, en ciertos casos, la línea de intersección se descom- 
pone en dos curvas planas de segundo orden. EsLo ocurre en los casos 
cuando ambas superficies de rovolución que se cortan (cilindro y 
cono, dos conos, elipsoide y cono, ete.) están circunscritas a una es- 
fera común para ellas. En los ejemplos dados en la fig. 403, en los 
tres primeros casos la intersección tiene lugar según elipses, en el 
cuarto, según una elipse y una parábola, y en el quinto, según una 
elipse y wna hipérbola. 

En la fig. 404 se muestran dos cilindros de igual diámetro con 
ejes que se cortan. Desde el punto de intersección de los ejes se puedo 
trazar una esfera inscrita en ambos cilindros. Ambas superficies 
se cortan según una línea compuesta por dos clipses. En la fig. 404 
a la derccha, están representados también dos cilindros de igual diá- 
metro, pero, en este caso, sus ejes se cortan no bajo un ángulo recto. 
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La línea de intersección está compuesta por las mitados de dos elip- 
ses, 

Las curvas de intersección de las superficies representadas en las 
tigs. 403 y 404 se proyectan sobre el plano frontal de proyección 
en forma de segmentos rectilíneos, puesto que el plano común de 
simetría para cada par de superficies examinadas está situado para- 
lelamente al plano V. 

















Fig. 403 


En los ejemplos examinados tiene lugar un contacto doble de lus dos supesti: 
cies de segundo orden que se cortan, es decir, la existencia en estas suporficies 
de dos puntos de contacio y, por lo tanto, dos plapos, cada uno de los cuales haca 
contaeto con ambas superficies en un punto común para éstas. Expongamos, sin 
demostración”, las dos tesis siguientes, en las cuales so basan las construcciones 
indicadas más arriba: $) las superficies de segundo orden, que tienen doble contacto, 
se cortan entre sí según dos curvas de segundo orden, con la particularidad de que 
los planos de estas curvas pasan por la recta determinada por los puntos de contacto; 


» Véase em los cursos de Geometría Analítica. 
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2) dos superfictes de segundo orden circunscirtas a una tercera superficie de segun= 
do orden(o inscritas en esta última), se cortan entre sí según dos curvas de segundo 
orden. La segunda tesis, conocida bajo el nombro de teorema de Monge, se despron- 
de de la primera. 





Fig. 404 


Sobre la base de lo oxpuesto so pueden hallar las secciones circulares do un 
cono elíptico y de un cilindro elíptico (véase la póg. 200). En la fig, 405 se da un 
ejemplo. Se ha tomado cierta esfera de tal modo que tenga doblo contacto con la 
superficie del cono elíptico. En la in- 
tersección de la esfora con el cono se 
obtienen dos curvas planas: dos ciroun- 
ferencias en los planos proyectantes de 
perfil T' y Q (se muestran las trazas 
lo perfil de estos planos). Los planos 
paralelos a los planos 7 y O dados 
sistemas de secciones circulares dol 
cono elíptico, 





3. Las superficies de revolu- 
ción coaxiales (o sea, las super- 
ficies con eje común) se cortan 
según circunferencias. En la fig. 
406 se dan tres ejemplos: a) un 
cilindro y un cono, b) un elipsoi- 
7 de achatado y un cono truncado, 

c) dos esferas. En todos estos 

ejemplos se dan solamente las 

Fig. 405 proyecciones frontales, además, 

el eje común de las superficies 

está situado paralelamente al plano Y. Por esta razón, las cireun- 
ferencias que se obtienen en la intersección de una superficie con 


»,Bor ejemplo, dos elipsoides do revolución achatados inscritos en una 
superficio esférica. 
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otra se proyectan sobre el plano Y en forma de segmentos recti- 
líneos. 

Como eje de la esfera se puede tomar cualquiera de sus diámetros. 
Por eso, las esferas que se cortan se consideran superficies de revolu- 
ción coaxiales, Como superficies coaxiales también pueden ser con- 





Fig. 406 


sideradas el cilindro y la esfera, el cono y la esfera, cierta superfi- 
cie de revolución y la esfera, ropresentadas en la fig. 407. Los ejes 
del cilindro, del cono y do la suporficie de revolución pasan por los 
centros de las esferas. La intersección tiene ofocto según circun= 
forencias. 


O) 
Y) 





SY 





A 
En la fig. 408 se dan ejemplos de la representación de superfi- 
cies de revolución coaxiales y de los taladrados en dirección contraria 
de un mismo diámetro tomados de la práctica del dibujo de máqui- 
nas. Las superficies se han designado con las letras siguientes: A, . 
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la superficie de un anillo circular; C, la de un cono; Cil, la de un 
cilindro; Es, la de una esfera; las líneas obtenidas en la intersección 
se han designado con las letras: Cir, circunierencia; El, elipse. Estas 








Fig. 408 


líneas se proyectan en forma de segmentos rectilíneos, puesto que los 
ejes de las superficies son paralelos a los planos de proyección (en 
este caso al plano V). 


$ 64. APLICACION DE LAS ESFERAS SECANTES 
AUXILIARES 


La intersección de superficies de revolución con una esfera exa- 
mínada en el $63 es la base del empleo de las esferas en calidad de 
superficies. auxiliares al construir las líneas de intersección de una 
superficie por otra. 

En ta fig. 409 se dan des superficies de revolución con ejes que 
se cortam y, por eonsiguiente, con plano común de simetría: paralelo 
al plano Y. Desde el punto. de interseeción de los ejes se puedo trazar 
uno sesie de esferas. Supongamos que se ha trazado la esfera designada 
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en la fig. 409 por Es./. Esta esfera se corta con cada una de las su- 
perficies según circunferencias; en la intersección de las circunleren- 
cias se obtienen puntos, comunes para ambas superficies y, por lo 
tanto, pertenecientes a la línea de intersección. Como se ve del di- 
bujo, la construcción se simplifica considerablemente como conse- 
cuencia de que el plano de simetría, común para las superficios dadas, 
es paralelo al plano de proyección (en el caso dado al plano 

las circunferencias según las cuales la esfera corta simultántamento 
a dos superficies, se proyectan sobre el plano V cn forma de segmen- 
tos rectilíneos. Además, la proyección de la línea de intersección 
so construye sin la ayuda de otras proyecciones de las superficies. 





Fig. 409 Fig. 440 


Claro está, que se trazan varias esferas, para obtener un número 
suficiente de puntos para trazar la proyección bustada de la línea 
de intersección. En la fig. 409 se muestra una esfera más, la Ls.2; 
ésta sólo hace contacto con la superficie de generatriz curvilínea y da 
en la proyección quo se examina el punto 2”, «el último» para la pro- 
yección frontal: las esferas de menor diámetro no dan puntos para 
la línea buscada. 

Ahora queda trazar por los puntos a”, 1”, 2”, Z, y d' una curva: 
la proyección frontal de Ja línea de unión de ambas superficies (exa= 
minándolas como un todo). 

Como se ve, toda la construcción se ha efectuado solamonto en 
una proyección. 

Así pues, si hay que construir la línea do intersección do dos 
superficies de revolución, cuyos ejes se cortan, se puede emplear es- 
feras secantes auxiliares con centro en el punto de intersección do 
los ejes de las superficies. 
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En la fig. 440 se da otro ejemplo del empleo de esferas en la cons- 
trucción, análoga a la mostrada en la fig. 409. Esta voz, solamente 
una de ellas es superficie de revolución, la otra es un cono circular 
oblicuo (véase el $50); éste tiene una serie de secciones circulares 
paralelas entre sí. Cada una de estas secciones puede ser considerada 
como paralelo de la esfera, cuyo centro se toma sobre el eje de la 
superficie del cilindro. Por ejemplo, tomando el paralelo con centro 
O, (cuya proyección es 05), trazamos por O, una perpendicular al 
plano del paralelo hasta su intersección con el eje del cilindro. El 
punto C, (su proyección es ej) se toma como centro de la esfera que 
corta a cada una de las superficies según circunferencias; a la super- 
ficio del cono según ol paralelo tomado con centro O,, a la superfi- 
cio del cilindro según la circunferencia que se obtiene al «acercarla» 
a la esfera. Como resultado, sobre la proyección que se examina (la 
frontal) se obtiene el punto 7” perteneciente a la proyección de la 
línea de intersección buscada. Análogamente puedo sor hallado el 

centro C, (con la proyoc- 
ción c;) para trazar la esfera 
con ayuda del paralelo ele- 
gido con centro en el punto 
O. (con la proyección 0;). 
Lo que siguo está claro del 
dibujo. 

Así pues, las esferas 
auxiliares pueden emplearse 
también en los casos de inter- 
sección de una superficie 
de revolución con una super: 
ficie que tiene secciones cir- 
culares paralelas entre sí, 
cuyos centros están situados sobre una misma línea que corta al 
eje de la superficie de revolución. 

En la fig. 411 se muestra la construcción de la línea de unión de 
Jo superficie de un cilindro de revolución y una esfera (la genera- 
tuiz AB del cilindro hace contacto con la esfera en el punto B). Es- 
tas superficies tienen un plano de simetría común paralelo al plano 
V. El centro de una esfera auxiliar la Es.Z, se ha tomado en el punto 
cuya proyección frontal esc;. El radio do esta esfera se ha tomado igual 
al segmento c;Z; (en el caso dado es el radio menor para las esfe- 
res); éste es también el radio de la circunferencia por la 
«ue tiene efecto el contacto de la esfera auxiliar Es.1 con la superfi- 
cie del cilindro. Esta esfera corta a la-esfera dada de radio R según 
la circunferencia de radio 7:75. En la intersección de las rectas 152% 
y cil; se obtiene el punto 2” (uno de los puntos pertenecientes a la pro- 
yección de la línea buscada de unión de las superficies del cilindro 
y la esfera). 





Fig. 411 
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La segunda esfera auxiliar (la Es,2) se ha trazado desde el punto 
tomado también sobre el eje del cilindro (con la proyección c;). 
Esta esfera da el punto 2”. 

Al obtener unos cuantos puntos más entre los puntos extremos 
d' y e”, so puedo trazar la proyección frontal de la línea buscada. En 
el punto 7”, obtenido con ayuda de la esfera «oxtrema» (inscrita 
en el cilindro), la recta 7¿2; es tangente a la curva 512”. 








Fig. 412 


En la fig. 412 se muestra la intersección de dos conos de revolu- 
ción. Sus ejes forman en su intersección un plano de simetría, común 





¡liares trazadas 
m de los ejes 
de los conos). Así, para hallar el punto 1 se ha trazado la esfera 
de radio 7. 


19* 


292 CAP. X INTRRSECCIÓN DE SUPERFICIES ENTRE SI 






Fig. 413 


Los puntos e; y ez en la 
proyección frontal, los puntos 
más próximos al eje del cono 
con eje vertical, se han ha- 
Mado con la ayuda de la esfera 
inscrita en este cono ”. 

Los puntos f, y f2, en los 
quo tiene lugar en la proyec- 
ción horizontal la división en 
las partes vista y oculta, han 
sido hallados con ayuda del 
plano 7 que pasa por el eje 
del cono. Este es un ejemplo 
de la aplicación de dos proce- 
dimientos en una misma cons- 
trucción: el procedimiento de 
planos secantes auziliares y el 
de esferas secantes auziliares, 

En la fig. 413 se muestra la 
unión se las superficies de dos 

1 La Tínea de intersección do dos superficies de segundo orden, que tienen 
un pleno de simetría común, so proyecta sobre el plano paralelo al plano do 
Simetría en forma de una curva de segundo orden. En el caso dado se obtieno 
una hipérbola. Los puntos «; y es son sus vórtices. En la fig. 411 la proyocción 
frontal de la linea de unión de las superficies es una parábola (véase ol $ 85). 
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cuerpos de revolución: una cónica y otra con genoratriz curvilínea. So 
han empleado esferas auxiliares. Primero se hallan las proyecciones de 
Jos puntos sobre el plano Y y luego sobre el plano H. Por ejemplo, 
el punto 3 sobre el plano H se ha hallado sobre el arco de circunferen” 
cia, descrito desde el punto o con radio 0a=0'a'; el punto 6 se ha 
obtenido sobre el arco de radio oa=0;a. El punto con las proyeccio- 
nes 4' y £ se ha hallado con ayuda de la esfera inscrita en la superti- 
cie de revolución con generatriz curvilínea. 








Los puntos sobre el plano W se han hallado construyendo la ter- 
cera proyección con ayuda de las otras dos halladas sobro los planos 
V y H. Con el fin de economizar lugar, en la fig. 413 las tros vistas 
se dan no completas. 

El ejemplo dado en la fig. 414 permite establecer la ventaja del 
método de las esferas auxiliares en comparación con otros métodos 
para el caso dado. Hace falta construir las proyecciones de la línea 
de unión de las superficies de un cono de revolución y de yn anillo 
circular (en la fig. 414 viene representada la mitad del anillo). 
En la parte izquierda del dibujo so muestra el empleo do planos 
secantes auxiliares paralelos al eje del corro. Estos planos cortan a la 
superficie del cono según hipérbolss, que deben ser construidas con 
ayuda de puntos, «y al anillo, segánsemicircunferencias de radios 
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oa y 0181. Por ejemplo, una vez construida sobre la proyección 
frontal la hipérbola (la línea de intersección de la superficie cónica 
con el plano P), describimos el arco de circunferencia de radio 0a'= 
=0,4, con lo que hallamos los puntos X' y m' en la proyección fron- 
tal y sus correspondientes proyecciones horizontales k y m. 

És necesario construir una serie de hipérbolas, lo que complica la 
solución y disminuye la precisión. Sería también incómodo emplear 
planos perpendiculares al eje del cono, puesto que estos planos, estando 
situado el anillo tal como se muestra en la fig. 414, cortarían a su 
superficie según ciertas curvas; para construir cada una de éstas 
es necesario hallar toda una serie de puntos (véase el $ 58). También 
los planos que pasan por el vértice del cono darán en la intersección 
con la superficie del anillo curvas, que deberán ser halladas con ayu- 
da de puntos. 

La construcción se simplifica y se hace más precisa, si so emplean 
esferas auxiliares cuyos centros deberán estar situados sobre el ejo 
del cono. Las esferas deben ser elegidas de tal manera que corten al 
anillo según circunferencias. Esto se puede obtener de la siguiente 
manera. és 

Tomemos el plano P, que pasa por el eje del anillo y que es per- 
pendicular al plano V. Este plano corta al anillo según una circunfe- 
rencia de radio e, con centro en el punto 1; sobre el plano V osta 
circunferencia se proyecta en forma de un segmento de recta. 
¿Dónde deberán estar situados los centros de las esferas, que pueden 
ser trazadas por esta circunferencia? Evidentemente, éstos están 
situados sobre la recta que pasa por el centro de la circunferencia 
1 y que es perpendicular al plano P,. Esta recta se representa en la 
proyección frontal con la línoa 7c, perpendicular al plano P, (y, por 
consiguionto, tangente a la circunferencia axial dol anillo, represen- 
tada en el dibujo con línea de puntos y rayas). 

Así pues, dobemos trazar una esfera cuyo centro está situado, 
en primer lugar, sobre el eje del cono, y en segundo, sobre la recta 
1c,. Tal centro c, queda determinado por completo por estas dos rec- 
tas, y podemos trazar la esfera con centro c, y radio e,ey; en el plano 
V se muestra parte de la proyección de la esfera (un arco de circunfe- 
rencia). En la intersección de la esíera con el cono se obtiene una 
circunferencia, que se proyecta en forma de un segmento que pasa 
por el punto 6,; la intersección de la esfera con el anillo tiene efecto 
según la circunferencia señalada más arriba, que se proyecta sobre 
la traza P,, en forma de segmento. En la intersección de estas rectas 
so ha hallado el punto /' (la proyección de uno de los puntos de la 
línea buscada). 

Análogamente, con ayuda del plano P+, y los puntos 2, Ca, Da, €2 
se ha hallado el punto n'. Para construir las proyecciones horizon- 
tales de estos puntos se pueden emplear los paralelos de la superfi- 
cie cónica, como se muestra para los puntos 1 y n. 
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Nos podemos suponer que las rectas c,7 y c,2 son los ejes de cier- 
tos cilindros, la sección normal de los cuales coincide con la sección 
normal del anillo. Si tomamos los puntos 7 y 2 demasiado cerca uno 
del otro y nos imaginamos que tales puntos son muchos y, por con- 
siguiente, son muchos los ejes trazados por estos puntos y los cilin- 
dros, entonces la superficie del anillo resulta sustituida por superfi- 
cies cilíndricas sucesivamonte dispuestas. Por eso el problema se 
reduce a hallar los puntos comunes para la superficie del cono y la 
superficie de cada uno de tal «cilindro 
instantáneo» Y. Los ejes de los «cilindros 
instantáneos» cortan al eje del cono en 
puntos que se toman como centros de las 
esferas auxiliares que cortan al cono y al 
«cilindro instantáneo» según circunfe- 
rencias; las proyecciones do estas circun- 
ferencias sobre el plano V representan seg- 
mentos de líneas rectas. Las circunferen- 
cias, según las cuales las esforas auxiliares 
cortan a los «cilindros instantáneos», son 
aquellas secciones normales del anillo, a 
partir de las cuales se inició la construe- 
ción. 

En la fig. 415 están representados 
parcialmonte dos conos de revolución 
con vértice común S y se muestra la 
construcción de la generatriz según la cual 
se cortan las superficies cónicas en las 
partes representadas de éstas. Uno de los Fig. 415 
puntos de la generatriz buscada es co 
nocido: ésto es el vértice S. Para hallar el segundo punto se ha 
empleado una esfera auxiliar con centro en el punto $. La esfera cor- 
ta a una de las superficies cónicas según un arco de circunferencia, 
cuyo radio es igual a 07 o 02”. A la segunda superficio la esfera la cor. 
ta según un arco de circunferencia de radio igual a 011, o 0%. Las 
proyecciones frontales de estos arcos se cortan en el punto m”, y las 
horizontales, en el punto »; los puntos m' y m son las proyecciones 
del punto M (el segundo punto pertenecionte a la generatriz bus- 
cada). 

Do tal construcción se hizo uso en la fig. 401. 

















1 Hemos empleado la expresión de «cilindro instantáneo» paca subrayar 
la sustitución de la superficio der anillo por una gran cantidad de elemontos 
oilíndricos. Prácticamente se efectúan sólo unas cuantas do estas construcciones. 
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$ 65. PROYECCIÓN DE LA LÍNEA 
DE INTERSECCION DE DOS SUPERFICIES 
DE REVOLUCIÓN DE SEGUNDO ORDEN SOBRE 
UN PLANO PARALELO A SU PLANO DE SIMETRÍA 
COMÚN 


En toda una serie de casos tiene efecto la intersección de una 
superficie de revolución de segundo orden por otra. En estos casos, 
así como para todas las superficies algebraicas de segundo orden, se 
obtiene una curva espacial de cuarto orden, llamada bicuadrada. 

En la nota al pie de la pág. 292 se dijo que si dos superficies de 
segundo ordeb: tienen plano de simetría común, entonces la curva 





Pig. 410 


obtenida en la intersección do estas superficies so proyecta sobre el 
plano paralelo al plano de simetría de las mismas en forma de una 
curva de segundo orden. En la fig. 412, a la cual se refiero dicha nota, 
se representaron dos conos de revolución con ejes que se cortan. que 
determinan el plano do simetría común para estos conos, paralelo 
al plano V. La proyección frontal de la curva bicuadrada obtenida: en 
este caso representa una hipérbola. 

En la fig. 416 se da» la proyección frontal de dos cilindros de 
rovolución (Cil.7 y Cil.2) de diferentes diámetros. El punto o” 

En éste y-on toda una serie de casos que siguen, con el fin de economizar 


lugar: y.sin perfuicto para la clasidad de la representación se da solamente: una 
parte de la proyección, 
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es la proyección frontal del punto de intersección de los ejes de los 
cilindros, La proyección frontal de la curva bicuadrada obtenida re- 
presenta una hipérbola equilátera (una rama de ella) con centro en el 
punto o'. Para la construcción se han empleado esferas con centro 
común en el punto de intersección de los ejes de los cilindros. La 
esfera (Es.1), inscrita en el cilindro de mayor diámetro, permite 
hallar el punto 7, que es el vértice de la hipérbola . Las esferas de 
mayor radio determinan otros puntos de la proyección buscada de la 
curva (por ejomplo, la esfera £s.2, el punto 3); si en este caso el ra- 
dio es mayor que el segmento o'2, entonces se obtienen puntos (por 
ejemplo, el 4) fuera de los límites del área común de las proyecciones 
de ambos cilindros. 








Fig. 417 


En la fig. 416 so han trazado las asíntotas de la hipérbola construida; ellas. 
pason por ol puato 0: y son perpendiculares entro sí, Estas asíntotas conservan: 
su magnitud para todas las hipérbolas obtenidas en la (ig. 416, si so toma, por 
ejemplo, cilindros con eje vertical do distintos diámotros (Cil. 4 y Cu.5). Si 
los diámetros do los cilindros son iguales (CiL1 y Ci1.3) es decir, estas lin 
dros tienen una celora común inscrita (Es.7), entonces la proyección frontal de la 
línea do intersección en la fig. 416 (véase más arriba kz fig. 404) representa dos 
Tectas que so cortan bajo un ángulo recto, la posición de fas cuales (por ojempto, 
0'2,) correspondo a la posición de las asíntotas. 

Si los ejes de los cilindros so cortan bajo un ángulo agudo (fig. 417), enton- 
ces la proyección de la línea do intersección, para las mismas condiciones quo en 
el caso examinado en la fig. 416, ropresenta también una bipérdola equilátera. 

















1) En Éste y en otros casos de oste parágrafo, donde el problema se rodugo 
a la construcción solamente de Ja curva, los puntos de esta curva se designan: no 
con letras, sino con cifras sín comilla, que simboliza Ta: peoyeeción frontal. 
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Los puntos para esta proyección se construyen uuxiliándose del método de este- 
ras auxiliares, y en este aspecto no existe diferencia alguna entre los casos repro= 
sentados en las figs. 447 y 416. Prestemos solamento atención en que el punto 4 
obtenido con auxilio de la esfera (Es.7) inscrita on el cilindro mayor, no es ol 
vértico de la hipérbola, como esto tenía lugar en la fig. 410, . ] 
Las particularidades en la construcción dada en la fig. 417 son las siguien- 
tos. Para hallar la posición do las asíntotas se ha construido el rombo Í—6--7—8, 
cuyos lados son tangentes a ciorta 












Fig. 418 


del cilindro. Las diagonales do este rombo determinan la dirección de las asín- 
totas. De ahí quo las asíntotas scan perpendiculares entro sí y que la hipórbola 
sea cquilátera. 

Trazando la biscctriz del ángulo entre las asíntotas, vbtenemos el eje real 
de la hipérbola; sobre este ejo deberá oncontrarso el vértice (el punto 7). Para 
hallar esto vértice efectuamos la siguiento construcción: tomando un puato cual 
quiera de la hipécbola, por ejemplo, el 4,, trazumos por él una perpendicular 
al eje imaginario de la hipérbola y soñalainos los puntos 9 y 10, en los que esta 
perpendicular corta al ejo imaginario y a la asíntola; luego trazamos un arco de 
radio 9—£,, intersecando con él en el punto 17 la perpendicular levantada desdo 
el punto 10'a la recta 9—4,. El segmento obtenido 10-—27 expresa. la distan 


cia desde 0” hasta 7, es decir, hasta el vórtico de la hipórbola, quo es su semiejo 
real 





La línea de intersección do las superficies de revolución representadas en 
la fig. 448 se proyecta sobre el plano Y, paralolo al plano do simetría común do 
estas superficios, en forma de hipérbola (sus asíntotas son paralelas a las diay 
nales 1—3 y 2-4 del trapecio cuyos lados son respectivamente paralelos a 
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quasraticss do las superficies dadas y hacen contacto con cierta e cnaleresclal: 
ero, en esto caso, se tiene además un plano de simetría perpendicular al eje de 
la superticlo cónica, que es horizontal y que pasa por el ejo dol cilindro. Sobra 
este plano, la proyocción do la línea de Intersección de las superficies que 50 
examinan deberá ser vna curva do segundo orden. Se obtiene una curvo cortada 
con dos ejes de simetría perpendiculares entre sí, o sea, una elipse. El semieje 
mayor ob de esta olipse es igual al segmento 2'5, el semiejo. menor va es igual al 
segmento a 0 decir, al radio del paralelo de la eera (Es. ) al que perenoso 
punto 4. 

















Fig. 419 


La hipórbola obtenida en lo fig. 418 no es equilátera: sus asíntotas forman 
Gngulos dilerentes do 90”, Tambión ula fic. 410, donde igualmente so ha constrvis 
do una hipérbola como la proyección do la línea de intersección de un cilindro 
con la superficio do un cono, la hipérbola no es equilátera. Esto es característico 
para los casos do intersección mutua de suporíicies cónica y cilíndrica do segundo 
orden, que tienen un plano común de simetría, cuando la línca de intersección 
so proyecta sobre un plano paralelo al plano do simetría 1. 

En la fig. 449 como centro de las esferas auxiliares sirvo el punto O, cuya 
proyección frontal o' se encuentra en el punto de intersección do los ejes de las 
superficies cónica y cilíndrica. La esfera (Es. 7) inscrita en la superficie cónica 
ofrece la posibilidad do obtener la posición del eje real, el centro y el vértico do 
la hipérbola. Las asíntotas so han obtenido como diagonales del trapecio 5—6— 
7—8, en el cual los lados 5—6 y 7—8 son paralelos a la generatriz del cilindro y 
hacen contacto con la superficio de la esfera (Es, 7). 











> Do acuerdo con la investigación de E. A. Glazunov «Sobre las proyeccio- 
nes de las líncas de intersección de dos superficies de segundo orden, que tienon 
plano de simetría común», publicada en el año 1958 en la colceción «Trabajos 
del seminario de Moscú sobre la Geometría Descriptiva y la gráfica de ingenierí 
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Así, en las figs, 416 y 417 las proyecciones de las líncas de intersección re- 
presentan una hipérbola equilátera, mientras que en las figs.418 y 419 se obtonían 
también hipérbolas, pero no equiláteras, También se obtiene una hipérbola no 
equilátera en el caso mostrado en la fig, 420, donde vieno construida la proyección 
de la Línea do intersccción de una superficio cónica de revolución por otra. Aquí 
la cefera (Es. 1) inscrita en el cono de mayor ángulo del vértice da la posibilidad 
de obtener la posición del eje real, el centro y el vértico de la hipérbola. Las 
asíntotos se han construido como diagonales del trapecio 4-56. 














Fig. 420 


Un caso anólogo se representó en la fig. 412, donde se da el dibujo en dos 
proyecciones de conos con ejes que se cortan y que son perpendiculares entre sí 
además un cono pasaba a través del otro. 

¿Siempre la proyección de la línea do intersocción de dos superficies cónicos 
es précisamento una hipérbola no equilátera? No, si los ángulos de los véttices 
de los conos, representados en las figs, 412 y 420, son iguales entro sí, entoncos 
la hipérbola que so obtiene como proyección de la línea de intersección do las 
superficies cónicas de rovolución con ejes que se cortan sobre un plano paralelo 
a estos ojes, será equilátera 


En la tabla que so da a continuación, se exponen indicacionos 
acerca de la proyección do la línea do intersección de dos superfi- 
cies de revolución de segundo orden con ejes que so cortan sobre un 
plano paralelo a estos ejes, tomadas de la investigación mencionada 
en la nota al pie de la pág. 299. 
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Superficie de revolución 





Proyección que 
so obtiene 


sin ninguna condición particuler 


con condiciones, a parto de 
las fundamentales 





Cilíngricas 
Cónicas 
Paraboloides 
Hiperboloides 
Elipsoides 
estirados 


Hipérbola 


en cuales- 


quiera 
combina- 
ciones 


Ambas superficies son 
elipsoides achatados 





Hipórbola equi- Ambas superficies son cilín- Ambas superficios son cóni- 


látera ricas 


Ambas superficies son para- 


boloides 


Cilíndrica y paraboloidó 


En la pag. 290 se dio la fi 
ción de la proyección frontal 


cas con ángulos iguales on 
Jos vértices de los conos. 
Ambas superfícios son hipor= 
boloides con ángulos iguales 
en los vórlices de sus conos 
asintóticos. 

Cónica e hiperboloide con 
ángulos iguales on el vértico 
del cono y en el vértico dol 
cono asintótico del hiporho- 
Joido, 

Ambas superficies son olip- 
soides, pero semejantes, 


414 en la que se mostraba la construc- 
de la línea de unión do las superficies 


de un cilindro de revolución y de una esfera. Además, el plano común 


de simotría de las superfi- 
cies, determinado, por el eje 
del cilindro y el centro do 
la esfera, era paralelo al 
plano V. Por esta razón, la 
proyección frontal de la 
línca de unión de las super- 
ficies dadas representa una 
curva de segundo orden, en 
el caso examinado, una pa- 
rábola con vértice en el pun- 
to Dd”. 

En la fig. 424 se muestra 
la construcción de una pa- 
rábola (la proyección de la 
línea de intersección de una 
esfera con un cilindro). Los 








Fig. 421 


puntos 2 y 3 (así como los simétricos a éstos) pertenecen notoria- 
mente a la proyección buscada. El punto 4 se ha construido con auxi- 
lio de una circunferencia trazada desde el punto o”. Esta circunferen= 
cia es el meridiano principal de la esfera (Es.2), cuyo centro se 


302 CAP. X INTERSECCIÓN DE SUPERFICIES ENTRE Sí 


encuentra en el eje del cilindro en el punto O. Para la construcción 
dol punto 7 (el vértice do la parábola) se ha tomado una esfera auxi- 
liar (la Es. 7); el punto 7 se ha hallado en Ja intersección de la recta 
6—7 con la proyección del eje de la parábola. En la investigación 
mencionada más arriba ” fue establecido que el parámetro de la 
parábola es igual a la distancia entre los puntos e” y 0”. Llevando so- 
bre el ejo de la parábola la mitad de este segmento a cada lado del 
vértice de la misma, obtenemos los puntos 8 y 9. Por el punto 8 pasa 
la directriz de la parábola, y en el punto 9 se encuentra su foco, Ahora 
so pueden construir los puntos do la parábola auxiliándonos de la 
directriz y del foco hallados. 








Fig. 422 


Si el diámetro del cilindro, que corta a la estra, es igual al radio 
de ésta y la goneratriz del cilindro pasa por el centro de la esfera 
(fig: 422), se obtiene una curva bicuadrada, que lleva el nombro do 
curva do Viviani ”. Su proyección frontal es una parábola. 

La proyección sobre el plano, paralelo al otro plano de simotría 
(véase la fig. 422, a la derecha), es decir, en el caso dado sobre el 
plano H, coincidiendo con la proyección del cilindro, representa 
una circunferencia, o sea, una curva de segundo orden, así como dobe 
ser de acuerdo con la regla general indicada al comienzo do esto pa- 
rágralo. 

Para la esfera, todo plano diametral es un plano de simetría. 
Si cualquier superticio de revolución de sogundo orden corta a una 
esfera cuyo centro se encuentra en el plano de simetría de esta super- 
ficie, entonces la curva de intersección se proyecta sobre el plano 
paralelo al plano de simetría, en forma de una curva de segundo or- 





1 Véaso la nota al pie de la pág. 299. 
2 Vicente Viviani Ri622—17| 13), matemático y arquitecto, discípulo de 
Calileo, empleaba esta curva bicuadrada para las ventanas en las cúpulas es- 
ricas. 
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den. Nosotros ya tropezamos con esto en las figs. 418 y 422; si se 
construyera la proyección horizontal en la fig. 424, entonces la curva 
de intersección del cilindro con la esfera se proyectaría en forma do 
circunferencia, lo que es evidente, lo mismo que en la fig. 422. Más 
arriba, en la fig. 398, la proyección de la curva de intersección de 
un cono con la superficie de una semiesfera representaba sobre el 
plano Y una parábola, y sobre el plano W, una elipso. Hay que ima- 
ginarnos una segunda semiesfera y un segundo cono en la misma posi- 
ción recíproca quo en la fig. 398, y unir una a otra las bases circula 
res de ambas semiesferas; el plano de contacto será un plano de si- 
metría claramente expresado, paralelo al plano W, y la curva sobre 
el plano W será una elipse. 

También en la fig. 399 se obtuvieron una parábola y una elipse 
como proyecciones de la línea de intersección. 

En la tabla que se da a continuación se indica en cuáles casos, 
en la intersección de dos superficies de revolución de segundo orden 
con ejes que se cortan, se obtienen parábolas y elipses como proyeo- 
ciones de las líneas de intersección sobre planos paralelos al plano 
de simotría de oslas superficies ". 











Proyección que se Superficies de revolución 















obtiene 

Parábola Una esfora con suporticios cilíndrica, cónica, paraboloido, 
hiperboloide, elipsoido 

Elipse Un ido achatado con superficies cilíndrica, cónica, 


paraboloido, hiperboloide, elipsoido estirado 


Conociendo cuál línea precisamente debe obtenerse al construir 
las proyecciones, en toda una serie de casos, se pueden emplear las 
propiedades geométricas de estas líneas, lo que simplifica la construc- 
ción y permile obtener resultados más exactos. 


PREGUNTAS A LOS $5 63—65 


1. ¿Según cuáles líneas se cortan entro sí: a) las superficies cilíndricas cuyas 
gonoratricos son paralelas entre sí, b) las super(icies cónicas con Vórtice común? 
2. ¿Cómo se construyen las generatrices de la superficie reglada llamado 
cilindro con tres directrices, si dos do ellas o las tros son líneas curvas? 
3, ¿Cuáles líneas se obtienen al cortarse mutuumento dos superficies de 
revolución circunscritas a una esfera común para ellas o inscritas en una esfera? 
4. ¿Según cuáles líneas so cortan entro sí las superficies do revolución que 
tienen eje común (superficies coaxiales)? 





% 'Tomadas de la misina investigación (véase la nota al pie do la pág. 209). 


304 CAP. X INTERSECCIÓN DE SUPERFICIES ENTRE Sf 


sraros" ¿En cuáles casos es posible y conveniento omplegs esferas secantós auxi- 
lares! 

6. ¿A cuál curva se lo llama bicuadrada? 

7. ¿En forma de cuál línea se proyecta la curva bicuadrada sobre un plano 
paralelo al plano común de simotría do dos superficies do segundo orden quo so 
cortan 

E, ¿Cuál de las curvas Ue segundo orden es la proyección de la línea do in- 
tersección de una superficie cilíndrica do revolución por otra sobre un plano pa: 
ralelo al plano común de simetría de estas superficies? 

9. ¿En cuál caso la proyección de la línea de intersección de superficies 
cónicas, que tienen plano de simetría común paralelo al plano do proyección, 
es una hipérbola equilátera? 

10. ¿Cuáles curvas pueden ser las proyecciones de la línea de intersección 
de los superficies de un cilindro y un cono de revolución con una esfera, cu cl 
caso de que tengan un plano común de simetría? 














$ 66. EJEMPLOS DE CONSTRUCCIÓN 
DE LAS LÍNEAS DE INTERSECCIÓN 
DE UNA SUPERFICIE CON OTRA 


A continuación se examinan varios ejemplos con el empleo do los métodos 
de construcción indicados en los parágrafos anteriores, y también procedimientos 
especiales, útiles para la construcción do los puntos de la línea buscada on los 
casos do suporlicios de posición particular». 

En la fig. 423 se da el caso en que la proyección de la línca de intersección 
sobre el plano 27 so confunde con una circunferencia (la proyección de un cilindro 








Pig. 423 


1) En algunos dibujos, para economizar lugar, no todas las proyecciones 
. so dan completas. 
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con ejo vertical), y sobre el plano Y, con una somicircunferencia (la proyección 
de un cilindro con eje horizontal). Falta hallar los puntos con ayuda de los 
cuales se puede construir la Proyección de la línea buscada sobre el plano Y 
(la hipérbola con vértice en el punto 5"). 

Evidentemente, la proyección b' se determina directamente con ayuda de la 
proyección 1”, y, por ejemplo, la proyección d' so dotermina como el punto d 
intersccción de las líneas de referencia, trazadas desdo los puntos q y 4”, coordi- 
nadas entro sí por la distancia £ hasta los ejes de las proyceciones horizontal 
y de porfi 








Fig. 424 


Igualmento, valiéndose do las proyecciones e y <*, coordenadas entro sí, 
se dotermina la proyección c*. Como se ve, aquí no es necesario trazar planos 0 
esferas socantes auxiliares. 

En la fig. 424, para construir las proyecciones d”, d' y e” se ha hocho uso de 
las proyecciones de perfil $”, d* y e”, con ayuda do las cuales han sido halladas 
las proyecciones frontales delas genoratrices del cilindro oblicuo y las proyeccio- 
nes b', d' y e'. Disponiendo do las proyecciones b”, d”, e*, a”, b”,c', d' y e”. se puo- 
don hallar las proyceciones a, b, c. d y e 

En el caso representado en la fig. 425, los puntos para las proyecciones fron- 
tales de las líneas según las cuales el cilindro oblicuo corta a la superficio del 
cilindro con eje vertical, se han hallado a partir de la posición de las proyocciones 
horizontales de estos puntos, Es necesario solamente construir las proyecciones 
frontalos de las generatrices correspondientes del cilindro oblicuo. Entre los puntos 
señalados en la fig. 425, son característicos los puntos 7” y 5” (los puntos más 
cercanos al eje dol cilindro vertical en las partes vista y oculta do la proyccción 
frontal de la línea derecha), los puntos 3* y 3” (los puntos más cercano y más 


20— 891 
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alejado del plano 1 en las generatrices de contorno del cilindro oblicuo), los pun: 
dos £ y 4* (que separan la proyección de la gencratriz de contorno del' cilindro 
vertical de la proyección de la curva). A estos puntos les corresponden puntos del 
mismo significado en la curva a la izquierda. 

En la fig. 426 se muestra la intersección de la superficie de un cono con un 
cilindro, Los puntos de partida para la construcción de los puntos 1”, 2, ..., 6” 
son los puntos 7, 2, ..., 6 de la proyección horizontal de la línea en lá superiicio 
cónica, Por ejemplo, los puntos 4' y 43 so obtienen en la proyección frontal del 
paralelo de radio 04, el punto 3”, en la proyección frontal del paralelo do radio 03 


















La construcción de la proyección frontal de la línea de intersección de una 
superficie cilíndrica cón un cono (fig. 427) so ha cfectuado con Jyuda de los pun- 
tos de partida tomados en la proyección de pertil del cilindro: Los puntos 2", 
3”, 4”, 6” y 8" dan la posibilidad de hallar inmediatamente los puntos caracterís: 
ticos 1”, $, 4', 6' y 8' para la proyocción frontal. Los demás puntos pueden ser 
hallados con duxilio do las generatrices; por, ejemplo, tomando la, proyección 
4'c' de la generatriz, sobre la cual deberá estar situada la proyección 5", hallamos, 
por el segmento 2, el punto e y la proyección s'c”, y luego $'c'; falta Obtener las 
proyecciones 5* y 5 

En la fig. 428, las proyecciones frontales de los puntos de la línea, según 
la cual el cilindro corta a la superficie de la semiesiera, pueden ser oblenidas 
con ayuda de las proyecciones horizontales sobro los paralelos correspondientes 
de la esfera. Por ejemplo, con ayuda del punto k so ha determinado el paralelo 
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do radio ok y en su proyección frontal se ha hallado la proyección 4. Lo mismo 
ga Inuestra para, los puntos 4 y £ Pero, elaro está, so puedo, por ejemplo, para 
los mismos puntos A y F, partiendo do nuovo de la posición de sus proyeccionos 
horizontales a y /, tomar el plano secante 7 paralelo al plano V y hallar las 
proyecciones a” y )' sobro la semicireunforencia obtenida al cortar la superticio 








Fig. 427 


de la semiesfera con el plano 7. Evidentomente, en muchos casos es convenionto 
variar los métodos de construcción do los puntos para la construcción de las pro- 
yecciones de las líneas de intersección, clígiendo los más cómodos de ellos, pre- 
tendiendo hacer la construcción más simple y más exacta. 

En la fig, 428, las proyecciones b' y e” han sido halladas on ol meridiano prin- 
cipal do la esfera directamente con ayuda de los puntos 3 y e. Do la misma mane- 
ra se podrían hallar las proyecciones d' y g”, si se conociera la proyección de per= 
fil; ahora, sin la proyección de perfil, los puntos d, y g/ puedou ser hallados, por 
ejemplo, de modo semejante a las proyecciones a' y /'. 














20* 
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Las proyecciones a, b, e,y otras, señaladas en la fig. 428, determinan los pun- 
tos característicos para la proyección frontal de la curva y para la proyección 
de perfil en el caso de su construcción, Así, los puntos X” y m' son los puntos más 
bajo y más alto; en los puntos b' y e” se «interrumpe» el meridiano principal en 
Ja esfera, y on los puntos a” y /' la línea de intersección so divíde en vista y oculta; 
los puntos d”, g”, e”, y h' no tienen gran importancia para la proyección frontal, 
poro permiten construir los puntos característicos en la proyección de perfil de 
la curva» 

En la fig. 429 está representado cierto cuerpo de revolución con ua orificio 
cilíndrico. La curva k'a'9'm' se ha construido con auxilio de los puntos %, a, d, 
1, es decir, con ayuda do las proyecciones horizontales conocidas por nosotros. 
Por ejemplo, tomando el punto a, construimos las proyecciones dol paralelo 
en la superficio de revolución, y sobre la proyección frontal de esto paralelo ha- 
lomos la proyección a”. 

















Pig. 430 





Para construir la progección frontal de la língo do contacto de la superficio 
del anillo circular y el cilindro en la fig. 430, se han utilizado las proyecciones 
horizontales de ciertos puntos, (de la misma menera que en la fig. ron or ojem- 
plo, conociendo la posición del punto L podemos trazar on la superficie del anio 
lo arcos de radios 02 y 02, y sobre estos arcos obtener los puntos »' y b1. Aquí 
se haco uso do un sistema do secciones circulares de la superficio del anilio 

En la fig. 431 so ha aprovechado también el hecho de que es conocida la 
ición de los puntos de una de las proyecciones do la línea buscada, Esto da la 
posibilidad de construir los puntos de Ja otra proyección, En ol caso represontado 
en la fig. 431, a la izquierda, se ha obtenido en la proyección horizontal un punto 
angular (el punto de fnflexión). 

La construcción de la proyección frontal de la curva de intersección de las 
superficies cónica y cilíndrica en la fig. 432 podría haber sido efectuada cumo, 
por ejemplo, se muestra en la fig. 419, es decir, con auxilio de esferas con centro 
én el punto €. Una vez construida la hipérbola se puede construir la proyección 
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horizontal de la curva auxiliándose de las generatrices dol cilindro; por ejomplo, 
la generatriz sobre la cual se encuentra el punto £ se determina por el sogmento 1,. 

En la fig. 432 so muestra otro procedimiento de construcción, a saber: el 
ompleo de las proyecciones sobre un plano auxiliar, en el caso dado, un plano pro- 
yectante frontal perpendicular al eje de la superfício cilíndrica. La línea de in- 
torsección se proyecta sobre este plano en forma de un arco en la semicircunfe- 
rencia que es la proyección de esta suporficio. Dándoso los puntos deseados 








Fig. 434 


sobro este arco, se pueden construir sus proyecciones horizontales y frontales. 
Por ejemplo, tomando el punto eq, doterminamos el segmento 1, en la semicir- 
ounforencia de radio Ft, que representa la mitad del paralelo en el cono. Lle= 
vando el segmento ly (como so muestra en ol dibujo) sobre la porn frontal, 
obtenemos sobre la líneá de referencia con la proyección ey la proyección e”. 

En la fig. 492, además, se muestra ol desarrollo do la superficie latoral 
del cono truncado examinado en este problema. Se ha construido la proyección 
del vértice del cono (el punto s'); la circunferencia de la base superior del cono 
ha sido girada hasta la posición paralela al plano V, y so ha dividido en unas 
cuantas partes (en el dibujo se muestra la mitad de esta circunferencia). Proyee= 
tando los puntos gay £a, 016. sobre la recta g1gs, trazamos por estas proyecciones 
y por ol punto s'1as proyecciones de las genoratrices hasta su encuentro con la 
proyección de la líuca de intersección de las superficies; por ejemplo, s'k' ha sido 
trazada por gy 

Una vez construido el desarrollo de la superficie lateral del cono, llevamos 
sobre ol mismo las longitudes de los segmentos de las generatrices. Por gp 
hallando por el método de giro la longitud del segmento do la generatriz G4K, 
la llevamos respectivamente sobre el desarrollo, 

En la fig. 433 so ha construido la línea de intersección de un prisma guadran- 
gular con un cilindro y el desarrollo do la parto obtenida del prisma, 














UE 
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Cada una de las caras del prisma corta a la superficie cilíndrica según una 
elipse; estas elipses se cortan entre sí en puntos, que son los puntos de intersec- 
ción de Jas aristas del prisma con la soperticio cilíndrica. Las proyecciones froy- 
tales de los puntos indicados se determinan con auxilio de sus proyecciones de 
perfil, Para cualquier punto £, con auxilio de su proyección e” determinamos la 
proyección e, y valiéndonos de las proyccciones e" y e hallamos e”. Los puntos 
a' y b' se determinan con ayuda do sus proyecciones horizontales. 











Fig. 433 


Para construir el desarrollo del prisma se ha efectuado Ja división de la 
proyección horizontal del prisma en segmontos, con la particularidad do que so 
ha tomado igual número de divisiones en cada cara. Esta división corresponde a 
la división de la superficie cilíndrica en la zona de su intersección con el prisma. 

la fig. 434 se ha construido la línea de intorsección de una pirámido con 
va cilindro y el desarrollo do ambas superficies. 

Las líneas de intersección son elipses, que se cortan entre sí en lós puntos 
de intersección de las aristas de la pirámide con la superficie del cilindro, El 
punto d' puedo ser también construido así como se muestra en cl dibujo, o 30a, 
Sin auxilio de la proyección de perfil. 
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Para la construcción de los desarrollos de las superficies de la pirámido y el 
cilindro se ha dividido la circunferencia en la proyección horizontal del cilindro 
en 12 partes iguales. Para hallar los puntos, pertenecientes a las elipses, en el 
desarrollo de la superficie do la pirámide se han trazado rectas auxiliares por 
el vértice de la pirámide (por ejemplo, la recta $G). La longitud de los segmentos 
de ostas rectas (por ejemplo, £7) se ha hallado haciendo uso del método de giro 
hasta la posición paralela al plano V. 














Fig. 434 


En la fig. 435 se muestra un ejemplo de la construcción de la línea de intor- 
sección de un prisma con una esfera y el desarrollo de la superficie del prisma. 
Las caras del prisma cortan a la superficio según arcos de circunforoncia. Las 

royecciones de estos arcos sobre el plano /7 son partes de elipses; la proyocción 
do la línea de intersección sobre el plano Y se compone de partes de Slipses, ar. 
cos de circuaferencias (ya que dos caras del prisma son paralelas al plano Y) 
y una línea recta, Se han hallado los puntos de intersección de las aristas del 
prisma con la esfera. Luego, se deben señalar los puntos pertenecientes simultá- 
heamente a la línoa de intersección dol prisma con la esfera y al meridiano prin: 
cipal de la esfera, El plano, que determina el meridiano principal, corta al 
prisma según una recta sobro la cual deberán encontrarso los puntos Índicados. 

:n el dibujo so mucstra el desarrollo del prisma. La curva en ol desarrollo está 
compuesta por arcos de circunferenelas. Una parte de los radios para describir 
estos arcos se ha tomado parte de la proyección frontal (Ay, Ry, Ay) y la otra se 
ha hallado con ayuda de una proyección auxiliar (H, y Ry). 
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Fig. 435 


$ 67. INTERSECCIÓN DE UNA_LÍNEA CURVA 
CON UNA SUPERFICIE CURVA 


Para hallar los puntos de intersección de una línea curva con una 
superficio curva es necesario trazar por la línea curva cierta super- 
ficie auxiliar, construir la línea de intersección de las superficies 
auxiliar y dada, y hallar los puntos de intersección de esta línea con 
la línea curva dada ”. 

Examinemos algunos ejemplos de la intersección de una curva 
espacial (curva de doblo curvatura) con una superficie turva. 


E 





» Se debo prestar de muevo atención on la comunidad de oste método con 
ol método empleado en los casos examinados más arriba de intersección de una 
recta con una superficio ($ 59) y de una recta con un plano ($ 25). 
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1. En la fig. 436 se muestra la construcción del punto de interesección de 
la curva AB con una superficie cilíndrica, dada por su traza horizontal MN 
y la dirección de la generatriz NP. 

Por la curva AB se ha trazado una superficie cilíndrica auxiliar, cuyas 
generatrices son paralelas a NP. Con tal dirección de las goneratrices la línea 





Fig. 437 





de intersección de ambas superficies sorá la goneratriz común 
nuación se ha construido la traza de la superficie cilíndrica auxiliar Sobro el 
plano 41 (la curva A9B+). En la intersección de las curvas MAY y 448, so obtione 
el punto K,, por el cual pasa la línea 
de intersección de las superficies (la gene- 
ratriz común do éstas). Esta generatriz corta 
a la curva dada 48 cn el punto K, que os 
precisamente el punto buscado de intersección 
do la línea 42 con la superficio cilíndrica 
lada, 

2. Para construir los puntos de intersoc- 
ción de la curva 48 con la superficie cónica 
(fig. 437) por la curva AB so ha trazado una 
superficie, cónica auxiliar, cuyo vértico 
coíncido con el vértice S del cono dado. Con 
tal posición do ambas superficies cónicas, en 
el caso de su intersccción se obtienen rectas, 
que son generatrices comunes para ambas su: 
perfiies (véase el $ 63). 

Sobre. el "plano Y se han construido las 
trazas do las suporficies cónicas dada y auxi- 
líar. En la intersección de ambas trazas 
obtonemos los puntos Xy y M que determi- 
nan las generatrices SK, y SM» que en la in- 
jersccción con la curva 4B dan los puntos 
buscados (X y M) do intersección de esta 
curva con la superficío cónica deda. Fig. 438 
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3. En la fig. 438 se muestra la construcción de los puntos de intersección 
de la curva AB con la superficie de un anillo cires 

Por la curva AB se ha trazado una superficie cilíndrica auxiliar, cuyas 
goneratrices son perpendiculares a] plano 41. Luego so ha, hallado la línea de 
intersección de esta superficie con la superficie dada, para lo cual so ha trazado 
una serie do planos que cortan a la superficie dada según paralelos, Puesto que 
las goneratrices de la superficio cilíndrica auxiliar son perpendiculares al plano 
HH, en la intersección de las proyecciones horizontales de los paralelos con ab 
se obtienen puntos (7, 2, d, ...), que son las proyecciones horizontales de los 
puntos que determinan la línea de intersección de las superficies dada y auxiliar, 
Construyendo la proyección frontal de esta línea obtenemos las proyecciones 
Ki» ka, y con ayuda de éstos hallamos las proyecciones lt y Ka. 











PREGUNTAS A LOS $$ 66 Y 67 


1. Indiquen los métodos que se emplean para construir las proyecciones do 
la línoa de intersección de una superficio con Otra. 

2. ¿Cómo se puede utilizar el caso cuando una de las proyecciones de la 
línoa de intersección coincide con la proyección do la superficie cilíndrica? 

3. ¿Cómo so debo proceder si hace falta hallar el punto (puntos) de intersec- 
ción de cierta línea curva con una superficio curva? ¿En partículas, i la curva 
corta a una superficio cilíndrica o a una superficie cónica: 





XI 
CAPITULO 





DESARROLLO DE LAS 
SUPERFICIES CURVAS 


$ 68. DESARROLLO DE SUPERFICIES 
CILÍNDRICAS Y CÓNICAS 


El desarrollo de la superficie lateral de un cilindro circular recto, 
conocido por la Estereometría, se mostró en la fig. 305. La base del 
rectángulo obtenido en este caso es igual a la circunferencia desarro- 
Mada (vd), y su altura es igual a la altura del cilindro. En la fig. 362 
está representado el desarrollo de la superficie de un cilindro circu- 
lar recto con un corte plano según una elipse. Aquí el fundamento 
es la sección normal de una superficio cilíndrica de revolución, o sea, 
la circunferencia. Esta se ha desarrollado en una recta; esta recta se 
ha dividido en cierto número de partes iguales, que corresponde 
a la división de la circunferencia en la fig. 361. A continuación, so 
ha empleado el esquema de desarrollo de la superficie de un prisma. 
Aquí, la superficie cilíndrica como si se sustituyera por la superfi- 
cio de un prisma inscrito en ella. Las aristas del prisma son iguales 
a los segmentos de las generatrices de la superficie cilíndrica Y. 
El desarrollo teórico de la superficie cilíndrica es tanto más exacto, 
cuanto más caras tiene el prisma inscrito en el cilindro, y cuanto 
'menor es cada segmento de la línea quebrada que delimita el desarro- 
Mo de la superficie prismática ". 

El desarrollo de una superficie cónica, en el caso general se efec- 
túa por el esquema de desarrollo de la superficie de una pirámide. 













» La sustitución de una superficie por otra, más simple, o de una. línea” 
curva por una quebrada, quo aproximadamento expresa la primera, so llama 
aprozimación (de la palabra latina aproximare — acercarse), lo que en Matemá- 
ticas significa la expresión aproximada de unas magnítudes (o objotos geométri- 
cos) por otras más conocidas. ñ 

> En el caso de un gran número de construcciones surgen inexactitudos 
que influyen en la exactitud total del resultado. 
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En la fig. 308 para el desarrollo de la superficie lateral de un cono 
circular recto se empleó la construcción, conocida por la Estereome- 
tría, con el cálculo del ángulo del sector que representa el desarrollo 


buscado (p=-E.360*, donde R es el radio de la base del cono y L 
es la longitud de su generatriz). 





Fig. 439 


Ahora examinemos la construcción del desarrollo de la superfi- 
cie lateral de un cono oblicuo con base circular (fig. 439). 

La circunferencia de la base se ha sustituido por un polígono con 
los lados 4,4, 4,4, etc., y la superficie cónica, por la superficio 
de una pirámide con las caras triangulares SA,4,, SA,4, etc. En 
forma desarrollada la superficie representa el conjunto de estos tri- 
ángulos. 

Determinando (por el método de giro) la longitud del segmento 
SA, (el segmento s'Ao1) y la longitud del segmento SA + (el segmento 
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s'Aox), construimos un triángulo según sus tres lados s'Ao1, 8'Apa 
y aja, (la cuerda), luego construimos ol segundo triángulo Áar4oa, 
para lo cual determinamos la longitud del segmento SA, (el segmonto 
8'Aos) y tomamos la cuerda a,as ete. Obtenemos los puntos 401, 
Ap, etc., por los cuales trazamos una curva suave. 

Si es necesario hallar en el desarrollo un punto, dado en la supor- 
ficie, por ejemplo, el M (m”, m), entonces por este punto se traza la 
generatriz s'k', sk, se halla su posición en el desarrollo (s"K,) y se 
lleva sobre s'K, el segmento s'Mo. Para construir en el desarrollo 
el segmento s'K,, hay que marcar la curva Ag Ao: 409... a partir 
del punto Ao, con un arco de radio azk y trazar por los puntos obte- 
nidos K, y s' una recta. El segmento s'M, representa la magnitud 
verdadera del segmento s'm', sm, obtenido al girar el segmento s'm', 
sm a la posición s'Z”, s7. Obtenemos que s Mo=8'1". 

Se puede plantear también el problema inverso: construir las 
proyecciones del punto M dado en el desarrollo (M,). En este caso 
se debe comenzar trazando por el punto M, en el desarrollo el seg- 
mento s'K», hallar en la circunferencia do la base del cono el punto 
k en virtud de la igualdad de los segmentos Asa Ko y ask. Constru- 
yendo las proyecciones sk y s'k' do la genoratriz, hallamos las pro- 
yocciones del segmento SM, para lo cual haciendo girar al segmento 
SK lo llevamos a la posición en la que se proyecta en verdadera 
magnitud (por ejemplo, a la posición paralela al plano Y), marca- 
mos en esta posición la longitud s'M, del segmento (s'1'=s'M,) 
y lo hacemos volver a la posición inicial. 

En la fig. 440 se muestra la construcción del desarrollo de la superficio la- 
teral de un cono truncado, con la condición do quo el cono no puede ser construido 
hasta un cono completo. 

Se construye un cono auxiliar semojante al dado, Es racional elegir el diá- 


motro de la base de esto cono (4) de modo tal, quo la relación P so oxpreso por 


un número entero (£). El cono auxiliar puodo ser construido como se muestra en 
la fig. 440, o bien fuera dol cono truncado. 

A continuación se construyo el desarrollo de la supetficio Jateral del cono 
auxiliar (el sector Sy4 74 01), se elige arbitrariamonto ol punto K, a partir de 
este punto se trazan los rayos KAp, K1,, K2, K3, correspondientomente a li 
divisiones del arco 4/4p1, y sobre estos rayos se llevan lós segmentos KA 


=koKA q, KI y=k= KI, K2,=k-K2p, K3,=k-K3,, donde ol coeficiente had. 


Por los puntos Ay, 7,, 2, so trazan rectas paralelas a SA y, Solo, So2a rospocti- 
yamonto, y sobre estas rectas se llovan los segmentos A 4 yal, 1113= 1) 2,2,=1, 
Del mismo modo se marca 3,3,=1. Ahora es necesario tTazár uba turva de planti- 
Ma por los puntos 4 1, 71, 24, 3, y por los puntos 4 y, 14, 24 y de. 
La segunda mitad del desarrollo puedo ser construida 43 la misma manera 
que la primera, o en virtud de la simetría respecto del eje 5/3. 
:n la fig. 441 so da una variante do la construcción del desarrollo". Semo- 
jantemente a cómo se hizo en la fig. 440, se ha tomado un cono auxiliar (on la 


fig. 441 la rolación Pes igual a tros) y se ha construido su desarrollo (se muestra 




















1 Propuesto por K, Y. Beschástnov. 
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la mitad). Luego, desdo el punto K, se han trazado varios rayos (por los puntos 
Ao: Lo: 2o» ...) y la recta Kg M bajo un ángulo de 45 a KA ,. Sobro esta recta 
se had tomado los puntos L y M de modo tal, que KoM : KoL sea igual a tros 
(es decir, a la relación aceptada entro D y d). Ahora se han trazado los segmentos 








LAo Llo, L2y, ..., y por el punto M, las rectas MA, ¡LA y, M1,||L1lo; ... En la 
intersección de estas rectas con los rayos Xg4 y, Xul: -.. So obtienen los puntos 
Ary 119 210 +... por los cuales hay que traza? 44 ¿IS94 a 112aliSolo ».. Y marcar 


AjAg=1, 111,=1 eto., y también KoBy=!. 
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Ahora falta trazar con ayuda de la plantilla curvas por los puntos 41, / y. 
24» ... y por los puntos Á y, 7, 24, -.. y construir la segunda mitad del desarrollo, * 
símótrica a la primera con respecto do la recta SpK y. 


$ 69. DESARROLLO CONVENCIONAL 
DE UNA SUPERFICIE ESFÉRICA 


La superficio esférica no es desarrollable (véase $ 49, p. 5). 
Aquí se puede hablar solamente del desarrollo convencional. 

En lo fig. 442 so muestra uno de los procedimientos de construc- 
ción 











Fig. 442 


1. La superficie se «corta» con planos que pasan por el oje de lo esfera 00, 
(por ejemplo, en la fig. 442 en 12 partos iguales; las proyecciones frontales de las 
líneas do intersccción no se muestran). 


21--891 
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2. Los arcos de circunferencia en el plano /f ontre las divisiones, so sustitu- 
pos, por rectas tangentes a la circunferencia (por ejemplo, mn sustituye al arco 
LOL). 

3: Cada pasto de la superficio esférica so sustituyo por una, suporficio, cilíp- 
drica de rovolución, cuyo ejo pasa por el centro de la esfera paralelamente a la 
tangonto a la circunferencia del círculo mayor (el radio do la superficio cilíndri- 
ca es igual al radio de la esférica). 

4. So divido el arco 0'6'o, en partos iguales: 0/1=1"2=2'3' eto, (en la fig. 
el arco 0'6' está dividido on Seis partes). 

5. Aceptando los puntos 7.» 2”, elo. como las proyecciones Frontales de los 
segmentos de las generatrices de la superficie cilíndrica, cuyo eje es paralelo al 
segmento mn, se construyen sus proyecciones horizontales ab, cd, eto, 

6. Sobre la recta, que pasa por los puntos My y Na, llevamos M¿Ny=mn 
y por el centro del segmento MN, so levanta una perpendicular a esto segmento. 

7. Sobre esta perpendicula se lleva 6,0¿=640 ya; estos segmentos son respec» 
tivamente iguales a los arcos 0'6' y 6'o;, es docir, 2aR : 

8, Estos segmentos so dividen en partes, iguales respectivamonto a los arcos 
102 úpor los puntos Za, 2o, ;.. so trazan rectas paralelas a MN y, Mo» 
vando sobre ellas 4p8,=ab, C¿Dy=cd, eto. 

9. So trazan curvas por los púntos Dg, 4 Cos 
Dos .... auxiliándoso do la plant: 

Cómo rosultado se obtione el 
ficio esférica. 

Si haco falta marcar en ol desarrollo un punto, por ejemplo, el S (s, 9), 
entonces, en proyocción horizontal, so traza primero la recta ot, que divido 
por ln mitad al segmento en el que so encuentra la proyección s, y el arco do radio 
os. Luego, ol punto s so llova al meridiano principal y se hallo la proyección 
51. A continuación, on ol desarrollo de la torcora división so traza, a partir de su 
vértico, el segmento igual al arco 0's;, so traza por Ap una recta paralola a M4N, 
a lo cual se llova AySp=rs. 























. y por los puntos Op, Boy 








rrollo aproximado de un pótalo de la supor- 











$ 70. EJEMPLOS DE CONSTRUCCIÓN 
DEL DESARROLLO DE ALGUNAS FORMAS 


1. La superficio roprosontad» on la fig. 443 representa una combinación do 
ts superficies de un prisma y de un cilindro oblicuo con baso circular 
ara desarrollar la superficio de un cilindro oblicuo, dividimos la, somictr. 
cunferencia en partes iguales con los puntos 7, 2, 3, ..., por los cuales trazamos 
los generatrices, Las proyecciones frontales de estas Gencratrices son iguales a 
los segmontos de las mismas. Por el punto 1" trazamos la traza del plano proyeo- 
tanto frontal 7, quo da cn la intersección con el cilindro su sección normal, Sobre 
la recta £p£y llevamos los segmentos yE y, £oD o, 1Co, iguales a las proyecciones 
frontales 4'e, 4'4', 4'<'. Por Ey, Dy y Ca trazamos rectas porpendiculares a la 
recta 4y4). Ahora, desdo el punto 4; como centro, describimos un arco de radio 
igual a da cuerda 4-3, intersocando con ésto a la recta trazada por cl punto Ca; 
obtenemos el punto ¿$,, desde el cual trazamos a su vez un arco del mismo radio, 
intorsecando con él la recta trazada por el punto DJ, y desdo el punto obtenid 
2, intersecamos la rocta trazada por el punto E, con un arco del mismo ra 
_La construcción indicada so basa en el desarrollo de los elementos do la sn- 
gerticio, que se proyectan sobre ol plano en forma de tr) ingulos. Examinemos en 
ol plano Y uno de estos triángulos 7'*'2*. El catoto +2" representa un segmento 
de la genoratriz, que se proyceta on verdadera magnitud, la hipotenusa 7'2* es la 
proyección del arco de una semicireunferoncia, y el catoto 1'k' es la proyección 
de una, parte de elipse, que se obtiene como sección normal de la superficie cilín- 
drica dada. En el curso del desarrollo hay que construir un triángulo rectángulo 
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con ayuda del catoto 2% y la hipotenusa, en calidad de cual se toma la cuerda 
Una vez determinada la posición de los puntos a, 2,, Sytrazamos por estos 
puntos y por el punto 4, una curva que se toma como el desarrollo del arco de la 
circunferencia D; trazando Zoo, 2020, ..., obtenemos los puntos para la curva que 
es el desarrollo del arco inferior de la circunferencia. En los puntos 1, y Lo traza- 
mos líneas rectas tangontes a los curvas construidas. Lodemas está tlaro del di 
jo. 





Fig. 443 





2. En la fig, 444 so muestra el desarrollo de la parto do transición, quo uno 
dos cilindros. Esta parte de transición está delimitada por las superficies de dos 
cilindros oblicuos del mismo tipo que en la fig. 443, y por dos planos. 
Comonzamos el desarrollo con lo recta 4: construimos el triángulo 4 .B420 
jual al triángulo a'5'7”, añadimos a éste el desarrollo do la superficio cilíndrica 
¡:to desarrollo se ha efectuado análogamento a cómo se hizo en la fig. 443), luego 
j ¡ángulo 2,792, igual al triángulo 1'1'7", eto. 
. En la fig. 445 viene dado el desarrollo de la superficie lateral de un cono 
truncado elíptico 














7 En Ta fig. 443 está construida la mitad del desarrollo. 
2p 
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Una vez hallado el vértice del cono ( 
los puntos 1, 2, Las generatrices traza: 

«>=, dividen 
de triángulos. 


+, 3), dividimos la elipse superior con 
las desde el punto S en los puntos 2, 2, 
rficic del cono en partes. Estas partes so desarrollan en forma 
'or ejemplo, la parte SCD de la superficio cónica se ha desarrollado 











2 % 
Fig. 444 


en ol triángulo SoC.D y, en el que los lados 54D Y S4Coson iguales a las genera» 


trices SD y SC (la longitud de la generatriz SC so ha determinado por el método 
do giro), y ol la 


lo CaDy so ha tomado como ol segmento de una recta, Igual al 
uroo desarrollado cd (medianto su división en partes poqueñas). 





Fig. 445 
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Hallando los puntos Cy, Ba, Ap y los puntos situados simétricamento a 
éstos respecto de la generatriz SoD ,, trazamos una curva (cl desarrollo de la elip- 
se interior), y marcando D,3, C4?, etc., iguales a las longitudes de los segmentos 


de las generatrices D3, C2, etc., hallamos una curva que es el desarrollo de la 
elipse superior. En la fig. 445 se da la mitad de todo ol desarroilo 









o 





Fig. 446 


4. En la fig. 446 so muestra el desarrollo de la superficie lateral de un cono 
truncado oblicuo con base circular, A la izquierda so muestra el desarrollo efoc- 
4uado análogamente al de la fig. 445. A la derecha se muestra otro procedimiento: 
la superficie dada so ha sustituido por una superficio poliédrica inscrita on olla, 








Fig. 447 





Valiéndonos de la proyección horizontal del vértice del cono (ct punto 5), reali- 
zamos primero la división de la proyección horizontal trazaudo sectas desdo esto 
punto. Trazando, por ejemplo, la recta sa, obtenemos la proyección ab del sog- 
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mento de la generatriz. Con ayuda de los puntos en la proyección horizontal ob- 
tenemos la división de la proyección frontal. Luego, examinamos, por ejemplo, 
el elemento plano ACDÉ, trazamos en ésto la diagonal BC y determinamos las 
longitudes de los segmentos para la construcción de los triángulos; -uno do los 
lados de cada triángulo es la cuerda de la circunferencia correspondiente de la 
'oyección horizontal. El desarrollo se compone de semejantes triángulos; las 
Íncas quebradas se sustituyen por curvas suaves trazadas por los vértices de las 
quobradas. 

5. En la fig. 447 so muestra la construcción del desarrollo de un anillo cir 
cular, En la proyección está representado wn codo, o sea, 1/4 del anillo circular; 
en el desarrollo so representa la su- 

perficio un tercio de este codo, 
Se ha trazado la recta 0'a', que 
es cl eje de simetría de la proyeo- 
ción de la parte examinada del co- 
do. Con se determina una cir- 
cunferes la “sección — normal) 
cuyo desarrollo, en forma do la 
recta DoDy, so toma como la línea 
modia' de Ya figura del desarrollo 
de la sección examinada del anillo. 
Correspondientemente a las divisio: 
1, 2, ... en esta sección, so han 
lo desde el punto o" arcos con- 




















tre 
céntricos, La construcción dol de- 








sarrollo so realiza para la / y /7 
partes por separado, Para la pri- 
mera parte marcamos el segmento 
Deba, igual por su longitud a la 
mitad de la circunferencia de la 
sección normal, y lo dividimos y 
partes correspondiontemente a 
divisiones iniciales /, 2, ... En el 
punto A, levantamos una perpen= 
dicular 4 D4D, y llevamos sobro 
glla, a ambos lados del punto, As 
los segmentos AG y 447 igualos a 
Fig. 4 los arcos a'a; y a'az. Para determi. 
Ea war ol punto 8 en el desarrollo 
trazamos desde ol punto by un arco de radio igual a la longitud dol arco b'94, y 
desdo el punto 7, un arco de radio igual al segmento az 7, Del mismo modo 
procadomos para la construcción de los puntos Cp, Da y' otros, 

Análogamente construimos el desarrollo de la 17 parte del codo. 

6. En la fig. 448 so muestra la construcción del desarrollo de una superficio 
de revolución con goneratriz curvilínea. 

Realizamos el desarrollo dividiendo la superficie primero en partes iguales 
por modio de los meridianos. En en dibujo se muestra el desarrollo de una soxta 
parte, 

Trazamos la cuerda 6'<”, la dividimos por la mitad, y cn el punto de divi- 
sión K levantamos una perpendicular hasta su intersección con el arco b'e”. 
El segmento obtenido de esta perpendicular, desde el punto X hasta el arco, lo 
dividimos por, la mitad y por el punto de división trazamos una recta paralela a 
la cuerda 5' e”. Di os el sogmento 77" en cierto número de partes iguales 
entre sí y por los puntos de división trazamos planos horizontales, que dan en la 
intersección con lo superficio de revolución paralelos. La construcción del desa 
rrollo se comienza con la línea modia (la recta sE). Sobre la recta sE, so han 
llevado los segmentos 1,20, 2439, ..., iguales correspondientemente a los segmen» 
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tos 12, 29" "uzando arcos desde el punto s' de radios $'1", $'2, ... Sobre 
estos artos, a'partir de los puntos La, 2os ..., trazamos las longitudes de los arcos 
So las proyecciones horizontales de los paralelos de la parte de la superficie que 
se desarrolla (por ejemplo, 7,My=cm y 7oNy=0m). 





PREGUNTAS AL CAPÍTULO XI 


4, Indiquen los procedimientos de construcción do los desarrollos do las 
superficies cilíndricas y cónicas. 

2, ¿Cómo construir el desarrollo de la superficio lateral de un cono truncado, 
si este cono no se puede construir hasta un cono completo? 

'3. ¿Cómo construir el desarrollo convencional do una superficio esférica? 


XI 
CAPÍTULO 





PROYECCIONES 
AXONOMÉTRICAS 


$ 71. CONOCIMIENTOS GENERALES 


En muchos casos, al ejecutar dibujos industriales surge la noce- 
sidad do tener, a la par con la representación de los objetos en el 
sistema do proyecciones ortogonales, representaciones más intuiti- 
vas. Para construir tales representaciones se emplean las proyeccio- 
nes llamadas axorométricas o, abreviadamente, azonometria. La 
denominación de «axonometría» so ha formado de las palabras de 
la lengua antigua grioga: azon — eje, y metreo — mido. 

El método de proyección azonoméirica reside en que la figura 
dada, junto con los ejes coordenados rectangulares, a los cuales este 
sistema de puntos está referido en el espacio, se proyecta ortogonalmen- 
te sobre cierto plano *. Por consiguiente, la proyección axonomélri- 
ca es, ante todo, una proyección sobre un solo plano, y no sobre dos 
y más, como esto tenía efecto en el sistema de proyecciones ortogona- 
les. Al mismo tiempo, es necesario asegurar la claridad de las repro- 
sontaciones y la posibilidad de efectuar la determinación de las po- 
sicionos y las dimensiones, como se expone más abajo. 

En la fig. 449 se muestra el esquema de proyección del punto 4 
sobre ciorto plano P, aceptado como plano de proyección azonométrica 
(llamado también plano de la imagen). La dirección de proyección 
se indica con la flecha ”. 


1 La axonomotría puede ser también central; aquí se examina la axono- 
motría paralola. 

% La dirección de proyección puede formar con el plano de proyecciones 
axonométricas un ángulo agudo o un ángulo recto. Para asogurar la claridad de 
las representaciones la dirección de proyección no so debo tomar paralela a min- 
guno de los planos coordenados. 
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Las rectas Oz, Oy, Oz representan los ejes coordenados en el es- 
pacio, las rectas Oz, Oy, Opz son sus proyeccionos sobre el plano P, 
Mamadas ejes azonométricos (o ejes de coordenadas axonométricas). 

En los ejes x, y, z se ha marcado cierto segmento de longitud l, 
aceplado como unidad de medición por estos ejes (unidad natural). 
Los segmentos 2, 2,, 2, en los ejes axonométricos representan las 





Fig. 440 


proyecciones del segmento /; ellos en general no son iguales a 1 yno 
son igualos entre sí. Los segmentos Z,, ly, l¿ son unidades de medida 
por los ejes axonométricos, o sca, unidades axonométricas Y. 

Las relaciones: 


se llaman coeficientes de reducción (o coeficiente de distorsión) de 
los ojes axonométricos. Designemos el coeficiente de reducción del 
eje O,x por k, el del eje O,y por m, y el del eje Opz por a. 

La línea espacial de tres elementos O7aA se ha proyectado en una 
línea plana quebrada Op2,a,47 (fig. 449). El punto A es la proyec- 
ción axonométrica del punto el punto a, representa la proyección 
axonométrica del punto a, que es una de las proyecciones ortogonales 
del punto 4, a saber: sobro el plano A (20y). Al punto a, se la llama 
segunda proyección del punto A. So pueden construir dos segundas 
proyecciones más del punto 4, correspondiontes a sus otras dos pro- 
yeccionas ortogonales (sobre los planos Y (202) y W (402). 








= Se emplean también las denominaciones de escalas axonometricas» y 
correspondientemento cescala natural». 
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Las relaciones entre las proyecciones axonométricas de segmentos 
de líneas rectas paralelas a los ejes coordenados rectangulares y los 
propios segmentos se expresan con los coeficientes k, m, n. 

Puesto que (véase la fig. 449) a7l[Oy y aAllOz, entonces, en el 
caso de proyección paralela, ap/p[1Opy y 2p A pl1Opz. En la proyección 
paralela la relación de los segmentos paralelos se Conserva; por eon- 
siguiente, ap7p: 1,=al : 1 o bien ap? : al=1, : l=m, donde m es el 
coeficiento de reducción del eje Opy. Se pueden sacar conclusiones 
análogas también respecto a los segmentos situados paralelamente 
a log ejes z y a: la relación de las proyecciones de tales segmentos a 
los propios segmentos son igua- 
les (respectivamente) a los 
coeficientes de reducción ky n. 

Así, la relación entre la 
proyección axonométrica ApBp 
del segmento AB, paralelo al 
eje x (fig. 450), y el propio 
segmento es igual a ApBp: 
¡ÁB=k. 

Cada uno de los segmen- 
tos de la línea OlaA deter- 
mina una de las proyecciones 
rectangulares del punto A; las 
proyecciones de estos segmen- 

Fig. 450 tos (los segmentos de la que- 

brada plana O,2,4p4 y) determi- 

nán respoctivamente las coordenadas azonométricas del mismo punto 

A. Evidentemente, con auxilio de los coeficientes de reducción se 

puede pasar de las coordenadas rectangulares a las axonométricas, 

y viceversa: 2,=kzx, y,=my, zp=n2, donde con las letras zp, Yp, 

2y se han designado los segmentos que determinan las coordenadas 

axonométricas del punto, y con las letras x, y, z, los segmentos 
que determinan sus coordenadas rectangulares. 

En la lg. 451 so da un ejemplo de la construcción de la proyección axono- 
métrica de un punto con ayuda do sus proyecejones ortogonales, 

EJ punto A, se ha construido con auxilio de los segmentos coordenados to- 
mados del dibujó: , y=a1, z=a'1. Teniendo en cuonta los cooficientes de 
reducción k, m y n, llevamos al eje O x el segmento O ,1 ¿=k-01, luego, paralo- 
lamento al eje Oy, trazamos ol seguiento 7,2) =m-»al' y, finalmente, trazamos 
el segmonto 4,4 p=n=a'J paralelamente al Éje' 0,2. 

"E plano”0 (Kg. 452) está representado pof sus trazas y en la proyección 
axonométrica. Para construir las trazas se han tomado los puntos de intersccción 
de las mismas con los ejes con ayuda de los segmentos en los ojos (por ejemplo, 
el punto Q.p se ha construido con ayuda del segmento OQ; : OQ :p=k:0 Q.). 

El punto A situado en el plano Q se ha construido en la próyección axono- 
métrica.con ayuda de sus coordenadas; la horizontal WN »A y deberá ser paralela a 
su segunda proyección y a la traza en el planox0 ¿y. El pulito A , se podría haber 
construido Lambién como el punto de ¡utersección de dos rectas cualesquiera en 
el plano Q, construyendo las proyccciones axonométricas de estos rectas, 
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En la misma fig. 452 viene representada la proyección axonomótrica de un 
llano proyectante frontal y del punto E, perteneciente a este plano. ¿Cómo der 
inar las coordenadas rectangulares dé este punto? La construcción So muestra 


z z 





Fig. 452 


en la proyección axonométrica so ha trazado la hori- 
ido su segunda poreción: sn la que se ha obtonido 
juscadas del punto 2 sou; 





en la fig. 452 a la dorech: 
zontal YB, y so ha const 





la segunda proyección by. Las coordonadas , 
O, n b, 
E A 


dondo k, m, n son los coeficientes de reducción. 
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Dándose los coeficientes de reducción se puede tomar el mayor 
de ellos igual a la unidad, lo que simplifica la construcción. 

Si sobre el plano P se toman arbitrariamente cuatro puntos 
Op, Apy Bp y Cp, tres cualesquiera de los cuales no son coplanares, 
y se unen dos a dos con rectas, entonces se ohtiene una figura llamada 
cuadrilátero completo (OpA,B,Cp); éste es un cuadrilátero con sus 
diagonales (fig. 453, a). Si, luego, por estos puntos se trazan rectas 
paralelas entre sí y se loma en cada una de ellas un punto arbitrario 
O, A, B y C de modo tal, que todos ellos estón situados en distintos 
planos, entonces en el espacio se genera, en general, cierto telraedro 








OABC ". Obviamente, en el espacio pueden haber una infinidad 
do tetraedros, como proyecciones paralelas de los cuales puede ser- 
vir o] cuadrilátero completo 0,4pB,Cp. Entre ellos existe un tetrae- 
dro con un ángulo triédrico recto en el punto O y con aristas iguales 
OA, OB, OC; a tal tetraedro se le puede considerar como de escala, 
os decir, las tres aristas iguales y perpendiculares entro sí de este 
totraedro sirven de escalas de los ejes coordenados en el espacio 
(tig. 453, b). Esto forma el contenido del teorema principal de la 
azonometría, expuesto en la siguiente formulación: todo cuadrilá- 
tero completo en un plano es siempre la proyección paralela de cierto 
tetraedro de escala. Por esla razón, tres rectas cualesquiera que pasen 
por un punto del plano y que no se confundan, pueden ser tomadas 
como ejes axonomélricos, es decir, como proyecciones de los ejes 
coordenados rectangulares, y tres segmentos cualesquiera trazados 
sobre estas rectas a partir del punto de su intersección, pueden sor 
tomados, en correspondencia con la proporción elegida de los coefi- 
cientes de reducción, en calidad de escalas axonométricas ”. 


EE En el caso dado, el tetraedro es una pirámide triangular de forma arbi- 
traria. 
» 








El teorema principal do la axonometría» fue formulado por K. Polke 


ten el año 1851) en forma del siguiente teorema: tres segmentos cualesquiera que 
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Si los tres coeficientes de reducción son iguales entre sí (k= 
m=n), la proyección axonométrica se llama isométrica; si son 
iguales entre sí sólo dos coeficientes de reducción (por ejemplo, 
le=n, pero m no es igual a k, o bien k=m, pero n no es igual a k), 
la proyección se llama dimétrica o monodimétrica; finalmente, si 
km, lfsn, man, la proyección se llama trimétrica o anisométrica”. 

Si la dirección de proyección no es perpendicular al plano P, 
entonces la proyección axonométrica se llama oblicua. En el caso 
contrario, la proyección axonométrica se llama rectangular u or- 
togonal. 

Para comparar estas dos proyecciones imaginémonos una esfera 
en las proyecciones axonométricas ortogonal y oblicua. En el pri- 
mer caso, las generatrices de la superficie proyectante cilíndrica, 
que envuelve a la esfera, son perpendiculares al plano de proyección 
axonométrica; y puesto que el cilindro proyectante es un cilindro 
de revolución, la proyección azonométrica ortogonal de la esfera es 
una circunferencia. 

En el caso de la proyección oblicua en la intersección do la super- 
ficio proyectante con el plano de proyección axonomótrica se obtiene 
una elipse; en la proyección axonométrica oblicua la representación 
de la esfera pierdo su claridad. 

En la práctica de construcción de representaciones intuitivas 
habitualmente se emplean solamente algunas combinaciones deter- 
minadas do dirección de los ejes axonométricos y de coeficientes 
de reducción. 











$ 72. PROYECCIONES AXONOMÉTRICAS 
RECTANGULARES. COEFICIENTES DE REDUCCIÓN 
Y ÁNGULOS ENTRE LOS EJES 


1. Tomemos el plano de proyección axonométrica de tal modo 
que corte a los tres ejes de coordenadas (fig. 454, a la izquierda) 
en los puntos X, Y, Z. En el caso de proyecciones axonométricas 
rectangulares el segmento 00, es perpendicular al plano P. Los 
segmentos OpX, OpY, OpZ (las proyecciones axonométricas de los 
segmentos en los ejes) son los catetos de triángulos rectángulos y los 
propios segmentos en los ejes de coordenadas son las hipotenusas. De 


parten de un mísmo punto en el plano, pueden ser tomados como las proyecciones 
paralelas de tres segmentos iguales y perpendiculares entre sl en el espacio. En la 
soxta década del siglo XIX IT. Schwarz gonoralizó el teorema de Polko, demos- 
trando que cualquier cuadrilátero completo en el plano siempre puede sér consi 
derado como la proyección paralela de un tetracdro, semejante a cualquier dado. 
1 Do la palabra del idioma griego antíguo eisos» — igual; la proyección 
isométrica es la proyección de igualos cooficientes do reducción de los tres 
jes; «di» — doble; la proyccción dimétrica es la proyección de iguales coefi- 
ión de dos ejes; «trois» — tres; la proyección trimétrica es la 

proyección de desiguales cooficientes de reducción de los tres ejes. 
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aquí OpX : OX=cos a, OpY : OY=c0s B, OZ : OZ=cos y. Pero 
estas rolaciones representan los coeficientes de reducción k, m y n. 
Por consiguiente, k=cos a, m=cos f, n=cos y. Para el segmento 
00, los cosenos de los ángulos a, Pi, ys (fig. 454, a la dorecha), 
suplementarios a los ángulos «, $ y y, son los cosenos directores. 

Por esta razón, cos* a,+cos* B,+cos" p=1 Y, y puesto que a= 
=$ —%, ete., entonces, sen*a-+sen* P+sen* y=1, es decir, 1— 


—cos* a-+1—cos* P-+-1—cos* y=1, de donde cos* a-+cos* P+cos* y=2. 





Fig. 454 


Por consiguiente, 4*--m*-+n*=2, es decir, para la proyección axono- 


métrica rectangular la suma de los cuadrados de los coeficientes de 
reducción es igual a dos. 


2, Proyección isométrica Y. Puesto que k=m=n, entonces 


3h*=2, de dondo Ml 
k= Y E =0,82. 


» Les recordamos la deducción de esta relación (fig. 454, a la derecha): 
OK*=0X*4-0Y24-02%; poro OX=0K-c08 21, OY =0K cosP, y OZ=0K cosa, 
de donde OK*=0K? costa, +02 costp,+-OK? costy, y (después de simplificar 
por OKM) 1==costa, + costp, E costya, 

2 El término Wproyocciones istmétricass fuo propuesto por primora vez en 
el año 1820 cn las conferencias de W, Farich dadas en Cambridge (Inglaterra). 
En estas conferencias Farich expuso la teoría de las proyecciones isométricas; 
él empleó estas proyecciones on la técnica y Jas popularizó ampliamente. En el 
idioma ruso los Jos acerca de as proyecciones sométricas rectangulares fueron 
expuestos por primera vez en el artículo del profesor del Instituto de ingenieros 
de vías de comunicación do San Potersburgo A. J. Reder (1809-1872) en el 
año 1855. Una exposición más profunda del probloma acerca do la proyección 
isométrica como caso particular de las proyecciones axonométricas rectangulares 
fue dada por N- 1. Makároy y, luego, por V. 1. Kurdiúmoy, que en gonoral do 
dicó a las proyecciones axonométricas toda una serie de trabajos. V. 1. Kurdiú- 
mov propuso emplear un papel especial con una red de líneas rectas trazadas on 
4l, que corresponden a las direcciones de los ejes on la proyección Isométrica. 
La fon sobre tel papel para ejecutar en ól esbozos en proyección Isométrica 80 
la dictó a Kurdiúmov su práctica de ingeniero. 
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Esto significa que en Ja proyección isométrica rectangular, en 
cada oje (o en cada recta paralela a estos ejes) se obtiene una reduc- 
ción igual aproximadamente a 0,82. A 

3. Proyección dimétrica. Dos coeficientes de reducción son igua- 
les entre sí, y el tercero no es igual a éstos. Si se toma le=n y soelige 


m=+ h, obtendremos: 
mwlpesz, to Y EVE 2094. 


Por consiguiente, en la proyección dimétrica rectangular, en dos 
ojes (on el caso dado en los ejes Oz y 0,2) o en dos rectas paralelas 
a estos ejes, se obtiene una reducción 
igual aproximadamente a 0,94, y en el 
tercer eje (en el caso dado en el eje Oy) 


se obtiene una reducción de0,47. 

4. El plano de proyección axonomé- 2 
trica, al cortar al plano de coordenadas, 
forma un triángulo llamado triángulo / 
de trazas. 

Demostremos que en las proyecciones 
azonométricas rectangulares, los ejes azo- y 
nométricos son: las alturas del triángulo 
de trazas. ' Pig. 455 

Efectivamente, (fig. 455), si OOp_1.P, 
entonces OK_LXY y de acuerdo con el teorema do tres perpendi- 
culares ZK_1 XY. Análogamente XM 1 YZ. El punto O, es el punto 
de intersección de las alturas (el ortocentro) dol triángulo de 
trazas. 

Luego, en las proyecciones azonométricas rectangulares el triángulo 
de trazas es acutángulo. 

En efecto, en este caso el ortocentro está situado dentro de esto 
triángulo, y tal disposición del ortocentro es propia solamente del 
triángulo acutángulo. 

De esto se deriva que los ángulos XO, Z, XO,Y y YOpZ son obtu- 
sos. En efecto, dado que el triángulo de trazas es acutángulo, el 
ángulo entre las alturas complementa al ángulo agudo hasta 180”, 
por ejemplo, Z MO,»K=180" — / XOpK; pero el Z XO,k es 
agudo, por lo tanto, el 4 MO,K será obtuso. 

Pero esto no quiere decir que en la proyección axonomótrica 
rectangular se puede emplear sólo tal esquema do disposición de 
los ejes, como el endicado, por ejemplo, en la fig. 456, a. Suponga- 
mos que el eje z ha sido prolongado a partir del punto O, a la derecha 
y hacia arriba y el eje y se ha prolongado a partir del punto O, a 
la izquierda y hacia arriba. En este caso el ángulo formado por los 
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ejes prolongados x e y se conserva obtuso, pero los án, 
con el eje z resultan agudos. Sin embargo, no es difícil establecer 
que en la proyección axonométrica rectangular la elección de los 
ejes está limitada, a saber: es necesario que el ángulo obtuso formado 
por dos ejes esté dividido por la prolongación del tercer eje, y que el 
ángulo agudo formado por dos ejes no pueda ser dividido por la prolon- 
gación del tercer eje. 

5. Supongamos que sean dados los ejes para la proyección axo- 
nométrica rectangular (fiw. 456, a). Hace falta determinar los coe- 
ficientes de reducción para la disposición dada de los ejes. 

Ante todo construimos cierto triángulo en el que las alturas están 
dirigidas respectivamente en dirección paralela a los ejes dados 
(lig. 456, b). Este triángulo desempeña el papel de triángulo de tra- 
zas. El ángulo XO,Y se ha obtenido como proyección del ángulo 
recto formado por los ejes x e y en el espacio. Valiéndonos del método 
de abatimiento hagamos coincidir ambos ángulos con el plano del 
dibujo: Z XO,Y y Z XOY, girando el Z XOY alrededor de la recta 









o 
' Fig. 456 


XY hasta hacerlo coincidir con el plano P (fig. 456, c). En la fig. 
256, b so muestra que dividiendo con el punto C, la recta XY por 
la mitad y trazando desde este punto como centro una semicircunfe- 
rencia do radio C¿X, podemos proyectar el punto O, perpendicular- 
mente a XY sobre la semicircunferencia. El punto O, es el vértice 
del ángulo recto formado por los ejes z e y en el espacio después del 
iro. 

E Ahora, los coeficientes de reducción buscados so determinan de 
las relaciones OpX : 0,X=k y OY :0,Y=m. Para determinar el 
coeficiente n se puede emplear da fórmula /*+m24n2=2, o bien cons- 
truir una semicircunferencia tomando XZ como diámetro, y tomar la 
relación O¿X ; 0,X=n. 
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6. Más arriba (pag. 335) fueron deducidos los valores de los 
coeficientes de reducción para las proyecciones rectangulares iso- 
métrica y dimétrica. Valiéndonos de estos valores de los coeficientes 
de reducción se puede determinar la magnitud de los ángulos formados 
por los ejes de estas proyecciones azonométricas rectangulares con ayuda 
de los triángulos de trazas Y. 

Proyección isométrica (fig. 457). Examinamos la proyección 
rectangular; por consiguiente, la recta OO, es perpendicular al plano 
en ol que está situado el triángulo de trazas. 





A: x y 
Fig. 457 


En la proyección isométrica, los coeficientes de reducción son 
igualos entro sí: k=m=n; por consiguiente, cos a==c08s P=c08 y 
y a=P=y (los ángulos son agudos). 

De esto se desprende que el triángulo de trazas, para la proyección 
isomótrica, es equilátero. Y de esto se deriva que en el triángulo de 
trazas, cada uno do los ángulos XOZ, XOpY y YOpZ es igual a 120". 

Así pues, para la proyección isométrica se obtiene la disposición 
de los ejes indicada en la fig. 457 a la derecha. 





jes positivos =, y, 
nes ortogonales así como so muestra 
uno do los planos de coordenadas un 


El plano de proyección isométrica, que corta a los semic 

z, 50 represonta en el sistema do proyeco 

oh la fig. 458, a. Este plano forma con ca: 

ángulo 62:55", más exactamente, 54%45". 
Evidentemente, los planos, cuya posición es semejanto a la do los planos 

indicados en la fig. 458, e, y las figuras situadas sobre ellos se representan on la 

proyección isométrica en forma do una línca recta 











Proyección dimétrica. Aquí, dos de los tres coeficientes de reduc- 
ción son iguales entre sí; examinaremos el caso cuando k=n, k=2m. 


1) Más exactamente, con ayuda de triángulos semejantes a los triángulos 
de trazas. La construcción do los ejes on la proyección axonomótrica rectangular 
con ayuda de los coeficientes de reducción dados. en general, se puedo realizar 
a base del teorema de Woisbach: «En la proyección axonométrica rectangular, 
los ejes axonométricos son las bisectrices de los ángulos del triángulo, cuyos 
lados son proporcionales a los cuadrados de los coeficientes do reducción», 


22—891 





338 CAP, X1] PROYECCIONES AXONOMÉTRICAS 


En este caso, el ángulo entre los ejes axonomótricos Oz y Oy debt- 
rá ser igual a 131? 25”, y el eje Oz forma con la perpendicular al eje 
Opz un ángulo de 710". 





Ta 


e) 
Fig. 458 


Demostremos osto. Sea k=5 y, por consiguiente, a=p y OX=0Z (fig, 457, 
a la izquierda). Acoptando el segmento OX como unidad, obtenemos que XZ= 


=V%. Examinando la proyección dímétrica on la que tan 21 y ma 





yz e 2/2 
=27, podemos escribir que 07X=0,2==—.. Puesto que 0X=02, entonces 
XY=2ZY, es decir, el triángulo XYZ en este caso es isósceles. 

En esto triángulo (fig. 459) la altura YX divide al lado XZ por la mitad, 
o sea, 

xz_y2 
XK ki E LS, 

Del exámen del triángulo rectángulo O KZ se desprende: 


ZK _Y23 2/2 


som 00 0: 0,15, 
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El ángulo $2:48"35'; 26=97%10". En la figura se ve que el ZSO¿Xa:7%10", 
puesto que OS Lo, a 
Luego, dbservámos que 


LKO pS 487357910 =41%25'. 


Así pues, hemos obtenido la disposición de los ejes, indicada en 
la fig. 459 a la derecha, para la proyección dimétrica, en la cual los 
coeficientes de reducción forman la proporción 1: 0,5: 1. 

Se puede construir el eje Ox tomando tg 740" igual a 1/8, y el 
eje Opy, tomando tg 4125" igual a 7/8. El eje Opy puede ser trazado 


¡zz 





Fig. 459 


también valiéndose de otro procedimiento, a saber; como la prolonga 
ción de la bisectriz del ángulo 20,x (véase la fig. 459, a la izquierda). 
Este procedimiento es más preferente. 


Si el plano de la proyección dimétrica examinada por nosotros, que corta a 
los somiejes positivos z, y, z, se representa en el sistema do proyccclones orto» 
gonales, se obtiene el dibujo mostrado en la fig. 400, a, con la particularidad do 
que el ángulo pas20%40" (OP, : OP tg 0.977). 

Así pues, si el plano de proyección dímétrica se representa en el sistema de 
proyecciones ' ortogonales, entonces hay que trazar (vóso la fig. 400, a) 
OP¿=0P, y OPy2s0,377:0P, O bien, redondeando, 0,4-0P y. 

Evidentemorte, los planos situados semejantemento a 103 señalados en la 
fig. 460. e, y as figiras pertenecientes a estos planos se representan en la proyoc- 
ción dimótrica on forma do una línea recta. 





Los segmentos dispuestos paralelamente a los ejes de cuordenadas 
en el espacio, sufren en la proyección axonométrica una reducción 
expresada por los respectivos coeficientes do reduccion, Pero entre 
los segmentos dispuestos en el espacio, existen tales, cuya dimensión 
no varía al ser proyectados en el sistema axonométrico. Estos son 
los segmentos dispuestos en el espacio paralelamente a cualquiera 
de los lados del triángulo de trazas. En efecto, todo segmento dis- 
puesto, por ejemplo, paralelamente a la traza XY (fig. 457, a la 
izquierda), incluyendo el propio segmento XY, conserva también 


a" 
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su magnitud en la proyección axonométrica. Pero en la proyección 
axonométrica rectangular estos segmentos resultan dispuestos per- 
pendicularmente a los ejes axonométricos, como rectas paralelas a 
los lados del triángulo de trazas. 





e) 
Fig. 460 


Nos limitaremos a examinar las dos proyecciones axonométri- 
cas rectangulares indicadas: la isométrica y la dimétrica con la pro- 
porción de los coeficientes de reducción 1 : 0,5 : 1 y los ejes dispues- 
tos así como se indica en la fig. 459. En lo sucesivo, al emplear la 
denominación de proyecciones isométrica y dimétrica., tendremos 
en cuenta precisamente estas proyecciones axonométricas rectangu- 
lares estudiadas por nosotros. 

En la práctica de construcción de las proyecciones indicadas se 
admiten las siguientes divergencias: 

4) en la proyección isométrica, en la mayoría de los casos, no se 


emplean los coeficientes de reducción iguales a / L. (20,82), sino que 
so toman iguales a la unidad; > 
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2) on la proyección dimétrica por lo general no se emplean los 
coeficientes de reducción iguales a 242 (20,94) y a Y (20,47), 


sino que se toman iguales a 1 y 0,5 respectivamente. 

La sustitución de los valores de los coeficientes de reducción 
naturales por números más cómodos representa una comodidad con- 
siderable en la construcción práctica. El aumento de las representa- 
ciones que se obtiene con esto, menos notable en la proyección di- 
métrica que en la isométrica, puedo ser inaceptable sólo en casos 
particulares de construcción; entonces, se deben emplear los coefi- 
cientes de reducción naturales. 

El alargamiento de los segmentos en la proyección isométrica, 
construida según los coeficientes de reducción redondeados, se expre- 





sa por la relación 4 : V 41,22, y en la proyección dimétrica, por 


la relación 4: 242 4,06. 


Por ejemplo, los segmentos paralelos en el espacio a los lados 
del triángulo de trazas y, por consiguiente, trazados en la proyec- 
ción axonométrica en direcciones perpendiculares a los ejes axonomé- 
tricos, se alargan en la proyección isométrica 1,22 veces en compara- 
ción con su magnitud verdadera, y en la proyección dimétrica, 1,06 
veces. 


$ 73. CONSTRUCCIÓN DE LA PROYECCIÓN 


AXONOMETRICA RECTANGULAR 
DE UNA CIRCUNFERENCIA 


1. Comencemos con el problema general: construir la proyección 
axonométrica rectangular de una circunferencia situada en cierto plano 
de posición general Q. 





Fig. 461 


Si el plano Q forma con el plano de proyección axonométrica 
P un ángulo agudo y (fig. 461), entonces la proyección axonométrica 
do la circunferencia representa una elipse. El eje mayor de esta elipso 
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es la proyección del diámetro de la circunferencia, paralelo a la recta 
MN de intersección de los planos Q y P; el eje menor de la elipse 
sorá la proyección del diámetro de la circunferencia, situado perpen- 
dicularmente a la recta MN, o sea, situado sobre la línea que deter- 
mina la inclinación del plano Q con respecto al plano P. Si el punto 
Ces el centro de la circunfe- 
rencia situada sobre el plano 
Q, entonces el eje menor de 
la elipse, al proyectar esta 
circunferencia sobre el plano 
P, estará situado sobre la rec- 
ta C,K. La dimensión del 
eje menor de la elipse depen- 
derá de la magnitud del 
ángulo q formado por los pla- 
cine nos Q y P; si (fig. 462) ol sog- 
3 mento CB es igual al radio 
(R) do la circunferencia, entonces el semieje menor de la elipse será 
CpBp=R cos xl A 
2. Si p=0", entonces CpB,=R: el plano Q, (fig. 463) os paralolo 
al plano de proyección axonométrica P, y la proyección axonomé- 
trica de la circunferencia, situada sobre el plano Q,, representa una 


circunferencia. 








2) 0) 
Fig. 463 


Si q=90", entonces C»B,=0: el plano Q+ (fig. 463) es perpendi- 
cular al plano de proyección axonométrica P, y la proyección axo- 
nométrica de la circunferencia, situada sobre el plano Qy, representa 
el segmento de una línea recta. 


En el caso cuando la circunferencia se provecta en forma de olipse, se puedo 
construir las proyecciones de dos cualesquiera diámetros perpendiculares entre 
3í. Se obtienen dos diámetros conjugados de la elipse, lo que da la posibilidad 


de consrulr La propia elípse, y también hallar sus ejes con ayuda de estos diá- 
metros conjugados. 
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3. Más abajo so examina la construcción directa de los ejes de 
Ja elipse (la proyección axonométrica rectangular de la cireunferen- 
cia), lo cual se reduce a hallar la dirección y la magnitud del eje 
menor de la elipse. 





Puesto que la magnitud del eje menor de la elipse depende sólo de la magni. 
tud del diámetro do la circunferencia que se representa y de la magnitud del 
ángulo q (véase más arriba), entonces, evidentomente, en una multitud de casos 
so obtendrán elipsos (las proyecciones de las circunferencias) con ejes que se re- 

¡ten por su magnitud. Para esto es necesario y suficiente que todas las circun- 
Jorenclas scan de un mismo diámetro y estén situadas sobre planos que formen 
con el plano de proyecciones axonométricas ángulos iguales entro sí. 

Estos planos son tangentes al cono de revolnción, cuyo ejo es perpendicular 
al plano de proyección axonométrica, y cuya generatriz forma con este plano un 
ángulo q. Denominemos a este cono directriz. 

Por ejemplo, las circunferencias situadas sobre los planos horizontales, 
frontales y de perfil, se representan en la proyección fsométrica en forma de elip- 
ses, el ejo menor de las cuales constituye 240,58 do la magnitud dol ejo mayor 
fuéase a continuación). Pero sl so toma una circunteroncia on cualquier plano que 
forma con el plano de proyección isométrica un ángulo igual a e54%45”, es de- 
sir, Jqual al ángulo que forman con el plano de proyección isométrica los planos 
Hi, Y y MY, entonces la relación entre las magnitudes de los ejes menor y mayor 
de la olipsejia proyección isomótrica de la circunferencia) será también 30,58. 

Imaginémonos un tetraedro rectangular, formado por los planos de proyec- 
ción y el plano de proyocción isométrica, en el que está situado el cono director, 
cuyo vértice se encuentra on el punto O, la circunferencia de la base resulta 
inscrita en ol triángulo de trazas, y la goneratriz forma con ol plano de proyección 
isométrica un ángulo p=54%5" (tg q=Y 2). Las circuntorencias situadas en pla- 
nos tangentes al cono director, se representan en la proyección isométrica on 
forma de elipses, el ejo menor de las cuales constituye 30,58 do la magnitud 
del eje mayor. 

¡sí pues, se obtiene una multitud do elipses iguales entre sí (las proyeccio 
nes axonomótricas de circunforencias de un mismo diámetro) en una multitud 
de posiciones respecto de los ejes axonométricos. 

Poro las elipses pueden repetirse no sólo por su magnitud, síno también 
por su posición respecto do los ejes axonométricos, es decir, se pueden obtener 
elipses-proyecciones iguales e ¡gualmento orientadas, a pesar de que las cir- 
eunferoncias-originales no estén situadas en planos paralelos entre sí. Si nos 
imaginamos dos conos directrices iguales, situados sobre el plano de proyección 
axonométrica a ambos lados de éste, y examinamos planos tangentes a los conos 
directores y que tionen una traza común en el plano de proyección axonométrica 
(o planos paralelos a éstos), entonces las circunferoncias de iguales diámetros 
situadas sobre estos planos se representarán en la proyceción axonomótrica en 
forma do clipses iguales o igualmento orientadas. 



























4. Examinemos ahora el método de construcción del eje menor 
de la elipse, que representa la proyección axonométrica rectangular 
de una circunferencia de radio R, situada sobre el plano Q que forma 
con el plano de proyección axonomélrica P cierto ángulo agudo q. 
Supongamos que desde el punto C (fig. 462) se ha trazado la perpen- 
dicular CD al plano Q. La proyección de esta perpendicular sobre 
el plano P se encontrará sobre la misma recta CpX a la que pertenece 
el oje menor de la elipse, que es la proyección axonométrica de una 
circunferencia descrita en el plano Q desde el centro C. 
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Por consiguiente, la proyección sobre el plano P de una perpen- 
dicular levantada al plano Q, determina la dirección del eje menor 
de la elipse. 

Si a partir del punto C se traza sobre esta perpendicular el seg- 
mento CD=R y se construye el triángulo rectángulo CED, se puede 
establecer que A CED=A CB,B y el cateto DE=BB,=C,B,= 
= Roos q, es decir, es igual a la mitad del eje menor de la elipse. El 
segundo cateto de este triángulo (el CE) es igual a CpDp, o sea, cs 
igual a la proyección del propio segmento CD sobre el plano de pro- 
yección axonométrica P. 





Fig. 464 


Por consiguiente, la construcción de los ejes de la elipse, que 
representa la proyección axonométrica de una circunferencia de 
radio R situada sobre el plano de posición general Q, se puede efec- 
tuar de la manera siguiente: 

a) trazar en el dibujo (fig. 464, a la izquierda) desde el centro 
de la circunferencia (el punto C) una perpendicular al plano Q y 
llovar sobro esta perpendicular el segmento CD=R; 

b) construir en el sistema de ejes axonométricos dados con auxi- 
lio de las coordenadas de los puntos C y D la proyección axonométrica 
del segmento CD, o sea, el segmento CpD) (fig. 464, a la derecha), 
que da la dirección del eje menor de la elipse; . 

€) determinar la dimensión del semieje menor de la elipse, para 
lo cual trazar desde el punto C, una perpendicular a CD), inter- 
secarla con un arco de radio R, descrito desde el punto D, como cen- 
tro, y llovar la longitud del segmento obtenido Cb, igual a Rcos q, 
sobre la recta C¿D, a ambos lados do C,; obtendremos el eje menor 
de la elipse (b1b,=2R cos q); 
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d) llevar sobre la perpendicular, trazada desde el punto Cp 
a la recta CpDp, los segmentos ¿a y Ca, iguales cada uno al radio 
R de la circunferencia que se representa; obtendremos el eje mayor 
de la elipse (a1a:=2R). 

La elipse puede ser construida con ayuda de sus ejes hallados Y. 

5. El método indicado de construcción de los ejes de la elipse, 
que representa la proyccción axonométrica rectangular de una cir 
cunferencia, es también aplicable en los casos cuando la circunfe- 
rencia está situada en el plano proyectante. En este caso se hace 
innecesaria la construcción de la proyección del segmento con ayuda 








Fig. 465 


de sú magnitud dada X; si la circunferencia se encuentra sobre el 
plano 7 (fig. 465), entonces la perpendicular a este plano es paralela 
al plano V y, por consiguiente, la proyección sobre este plano es un 
segmento igual al segmento que so proyecta R. 

La construcción se da para dos posiciones: en la fig. 465, la cir- 
cunforoncia de radio R está situada sobre el plano proyectante 
frontal T, y en la fig. 466 ?, sobre el plano proyectante horizontal 
5. Lo mismo que en el caso de un plano de posición general, con ayu- 
da de las coordenadas de los puntos € (el centro de la circunferencia 
que se representa) y D, hay que construir la proyección axonométri- 
ca del segmento CD igual a R, determinar la dimensión del semieje 


» En la fig. 464 la construcción se ha ofectuado en la proyección isométrica 
empleando los cooficientes do reducción naturalos V: a 0,82) . 

p En la fig 405 la construcción se ha ejecutado on la proyección ¿sométrica 
con tos coeficientes de reducción redondeados; por eso en el dibujo se ha tomado 


fig. 466 la construcción se ha cumplido en la proyección dimétrica 
¡entes de reducción redondeados; por eso en el dibujo se ha tomado 
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menor, con auxilio de la misma construcción que en la fig. 464, y 
construir la elipse con ayuda de sus ejes hallados. 

6. El método de construcción expuesto es aplicable al caso, muy 
frecuente en la práctica, cuando la circunferencia está situada en un 
plano paralelo al plano de proyección. Supongamos quo la circun- 


Sy 





Fig. 466 


ferencia está situada en cierto plano horizontal $ (fig. 467). En esto 
caso, la perpendicular trazada desde el centro de la circunferencia 
al plano $, sorá paralela al eje z y su proyección axonométrica (el 
segmento DpC,) se dispone paralelamente al eje axonométrico Opz, 





0) b) o) 
Fig. 467 


Pero la proyección axonométrica de esta perpendicular determina 
la dirección del eje menor de la elipse. Por consiguiente, el eje menor 
de la elipse, en este caso, es paralelo al eje Opz y el eje mayor es per- 
pendicular a este eje. Evidentemente, el examen de los casos cuando 
las circunferencias están situadas en los planos frontal y de perfil 
nos lleva a la conclusión de que el eje mayor de la elipse en el primer 
caso sorá perpendicular al eje O,y, y en el segundo caso, al ejo O,7. 
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El esquema de disposición de los ejes de las elipses, representado en 
la fig. 468, se obtiene al proyectar en el sistema axonométrico rectan- 
gular las cireunferencias situadas en planos paralelos respectivamente 
a los planos de proyección. 

La determinación de la dimensión del semieje menor en estos 
casos puede efectuarse así como se indicó más arriba. Con ayuda de 
los ejes construidos de la elipse se construyen las propias elipses. 

Empleemos esto en las 
proyecciones  isométrica y 
dimétrica examinadas más 
arriba. 

7. Proyección isométrica. 
Puesto gue el plano de pro- 
yección isométrica está incli- 
nado respecto de los planos H, 
Vy Wa un mismo ángulo, 
basta con doterminar el semie- 
jo menor de la elipso, aunque 
sea para el caso cuando la cir- 
cunferencia de radio R está 
situada sobre un plano para- 
lelo al plano H. 

Supongamos que las coor- Fig. 468 
denadas fueron trazadas sin 
multiplicarlas por 0,82. En este caso C,D, (fig. 467, b y c) es iguala R 
y desde el punto D, hay que trazar un arco de radio igual a 1,22, que 
interseca la perpendicular a C¿D,. Del triángulo rectángulo C,DpK 
obtenemos: CpK (el eje menor de la olps) VE: 2RP—TO20,7R. 
A esto le corresponderá el eje mayor igual a 1,22R, 

Si las coordenadas se trazan teniendo en cuenta el coeficiente 
de reducción 0,82, los semiejes de la elipse se obtienen iguales a: 
el mayor a R, y el menor a 0,58R. 

Así pues, si la circunferencia de diámentro D está situada on 
los planos horizontal, frontal o de perfil, entonces en la proyección 
isométrica, el eje mayor de la elipse es igual a D, y el menor os igual 
a 0,58D. Si se toma la proyección isométrica con los coeficientes de 
reducción redondeados, entonces los ejes de las elipses indicadas más 
arriba deben tomarse iguales a 1,22D y 0,7D respectivamente. 

A los cuatro puntos (los extremos de los ejes de la elipse) so pueden 
añadir cuatro puntos más (los extremos de los dos diámetros conju- 
gados do la elipse, paralelos respectivamente a dos de los ejes axo- 
nométricos, en dependencia de a cuál de los planos de coordenadas 
es paralelo el plano sobre el que está situada la circunferencia que 
se examina). Estos diámetros conjugados, en el caso del aumento 
indicado más arriba (1,22), son iguales al diámentro de la circun- 
Terencia que se representa. 
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Supongamos, por elemplo, que hay que construir la proyocción isométi 
de una circunferencia de diám: 100 mm, situada en el espacio sobre 
cierto plano paralelo al plano e ña posición de la elipse se determina por los 
ejes Opy y Orz. Tomando on el dibujo, de acuerdo a una u otra condición, el 
<ontro”£, (big, 480) trazamos: 

a) uña recta perpendicu! 
elipse a,as=122 mm 

b) E ecta paralela al ojo z, y llevamos sobre ella el ejo monor de la elipse 

ma 
e) ¡una recta parslela al eje y, y llevamos sobre ella el diámetro de la elipse 
d,d,=100 mm; 

o) ee recta paralela al ejo z, y llevamos sobro ella el diámetro de la elipse 
ese,=100 mm. 

Los ocho puntos hallados rmiten reproducir la propia pes, con bastante 
exactitud incluso a mano. Ordinariamente, al contornear la eli no se dejan 


e z Alo, 
O ES 
Ñ , 
% x e y 

e7 a de 


Fig. 404 








l ojo x, y lovamos sobre ella el ojo mayor de la 











sus ejes meyor y menor, sino que se indican solamente 1. 
a los jes axonométricos, con la particularidad de que un: 
¿lento al ojo porpondicilar al plano de la circunferone 
señala con línoa 

La dimensión PE ej menor puede obtenerse haciendo uso del método indi- 
cado on la fig, 409 a la dorecha: una vez construido ol ejo mayor do la lipso 

y trazada la )ndicular a esto eje desde el centro de la elipso ey, trazamos 
desta sl extremo dol ojo mayor (por ojemplo, Jesdo a.) una recta pabalela Ea 5 

o als hasta su lato licha perpendicular; el segmento 

caldo astra e somieje menor. 









8. Proyección dimétrica. Puesto que el plano de proyección 
dimétrica forma un mismo ángulo solamente con dos planos de pro- 
yección H y W, entonces es necesario hallar el eje menor de la elip- 
so para el caso cuando las circunferencias están situadas en planos 
paralelos a los planos de proyección H y W, y, a parte, para el caso 
en que la circunferencia está situada en un plano paralelo al plano Y. 

Empleando una construcción análoga a la indicada en la fig. 
467, obtendremos en un caso (fig. 470) CpDplial eje z, y en otro caso 
CpDplial eje y y, por consiguiente, en el primer caso C¿Dp=R, 
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y en el segundo C¿Dp=0,5R, donde R es el diámentro de la circun- 
ferencia representada en la proyección dimétrica (es necesario re- 
cordar que la proyección dimétrica se construye con los coeficientes 
do reducción 4 :0,5: 1). 

De los triángulos rectángulos CpDpX (fig. 470) se desprendo que 
en el primer caso CpK (el semieje menor de la elipse) es igual a 


V(U06RJ—R=0,35R, 


y en el segundo caso es igual a 


V(L,08RP—(0,5RJ == 0,94R. 


Así pues, si las circunferencias de diámetro D están situadas en 
los planos horizontal y de perfil (o paralelos a éstos), entonces en la 





Fig. 470 


proyección dimétrica el eje mayor do la elipse se obiene igual a D, 
y el menor a $. 


Si la circunforencia de diámentro D perteneco al plano frontal 
(o a un plano paralelo a éste), entonces en la proyección dimótrica 
de esta circunferencia los ejes de la elipse son iguales; el eje mayor 
a D, y el menor a 0,88D. 

Pero puesto que la proyección dimétrica se construye con los 
coeficientes de reducción redondeados, los ejes de la elipse deben 
tomarse, para las circunferencias situadas en los planos horizontal 
y de perfil (o paralelos a estos planos), iguales a 1,06D y 0,35D, y para 
la circunferencia perteneciente al plano frontal (o a un plano paralelo 
a éste) iguales a 1,06D y 0,94D. 


En la fig. 471 so da la construcción de ocho puntos para cada olipse en la 
proyección dimétrica, En todos los casos el eje mayor a,a,=1,08D, los diáme- 
tros f1f9=ej04=D, el diámetro d,d,=0,5D; en lo que so Feftere al eje menor 5), 
on dos posicionos es igual a 0,350, y en una (cuando es paralelo al ojo y) 0s igual 


a 0,940, 
Al contornear las elipses, lo mismo que en la proyccción isomótrica, se 
indican sólo las direcciones paralelas a los ajos (véaso la Lig. 471, A la derecha)» 






350 CAP. XII PROYECCIONES AXONOMÉTRICAS 


Para la olipso, cuyo eje menor es paralelo al 
trazando desde el punto a, una recta paral 
traza una recta parolela al' eje =, entonces 


y, se puede hallar el puate d, 
ejo z (si desdo el punto a, so 
me el punto by). 








9. En la pág. 351 se da otra deducción de los valores de los coofi- 
cientes para calcular la magnitud del eje menor de la elipse que re- 





Fig. 472 





presenta una circunferencia dis- 
puesta en el espacio en el plano 
de coordenadas z0y, z0z o bien 
en el yOz (o paralelamente a 
estos planos). En la fig. 472 están 
representados los planos do 
proyección axonométrica abati- 
dos sobre el plano del dibujo, es 
decir, en posición frontal: 1) el 
plano de proyección isométrica, 
2) el plano do proyección dimé- 
trica (1 : 0,5: 1), 3) lo mismo, 
pero con el eje y en posición 
vertical. En todos los casos se 
dan además las representaciones 
sobre un plano auxiliar de perfil, 
con la particularidad de que vio- 
nen representados los planos de 
proyección axonométrica (P”) y. 
los ejes de coordenadas en su 
posición con relación al plano de 
proyección axonométrica para 
las proyecciones isométrica y 
dimétrica. 

Dado que en la proyección iso- 
métrica los ángulos formados por 
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los ejes de coordenadas Oz, Oy y Oz con el plano de proyección iso- 
métrica son iguales entre sí y el coeficiente de reducción es, en los 


uy 
tres casos, igual a / E, la construcción de la proyección O2" 
se reduce a la construcción del ángulo q según el valor de su coseno: 


cos p= Puesto que el eje Oz se encuentra en el espacio sobre el 


plano de perfil, la proyección de perfil del plano de coordenadas 
20y representará una línea recta que forma con 02” un ángulo de 90*, 

Ahora se puede pasar al cálculo del coeficiente para determinar 
la magnitud del eje menor de la elipse al construir la proyección 
isométrica de la circunferencia referida al plano de coordenadas 
20y. De todos los diámetros de la circunferencia, el que más se 
roducirá será el que forma el ángulo 5 con el plano de proyección 
isométrica. Supongamos que sea el diámetro con las proyecciones 
bib; y dib, y, además, bb, es igual al diámetro de la circunferencia 
(teniendo en cuenta la escala del dibujo). 


Puesto que 64-p=90”, entonces, cos p= vi sen 6. Pero para 
hallar 6íb; con ayuda de bíb; es necesario conocer 


cosó=VI=w0008 => / 1E= Y 2058. 


Así pues, en la proyección isométrica, para calcular la magni- 
tud del eje menor de la elipse con auxilio del diámetro de la cir. 
cunferencia, hay que tomar el coeficiente 0,58, y en el recuento al 
coeficiente de reducción, 0,7. Esto es justo para los tres casos: la 
circunferencia está situada en el espacio sobre el plano horizontal, 
sobre el frontal o bien sobre el de perfil. 

Pasando, a continuación, a la proyección dimétrica (22 y 3% po- 
siciones en la fig. 472), so dobe prestar atención en que el plano de 
proyección dimétrica forma ángulos iguales sólo con dos ejes de coor- 
denadas, con el Oz y el Oz. Por eso vienen dadas dos posiciones 
(la 22 y la 3%): en la primera, la circunferencia se considera en el 
plano 20y (esto se extiende también al caso de disposición de la 
circunferencia en el plano yOz), y en la segunda posición la circun- 
ferencía se considera situada en el plano 202. 

Guiándonos por los valores del cos p en la 2% posición: eos p= 


2V2 , y en la 3* posición: cos e- YE, obtendremos: 


3 
=YV Í=03 


M Todos los cálculos se dan con los cooficientes de reducción naturales, 
y no con los redondeados, 
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cos 8, = y 1-1] 2088, 


y en el recuento a los coeficientes de reducción 0,35 y =0,9%. 


$ 74. EJEMPLOS DE CONSTRUCCIONES EN LAS 
PROYECCIONES ISOMÉTRICA Y DIMÉTRICA 


Más abajo se oxponen algunos ejemplos de construcciones en las 
proyecciones rectangulares isométrica y dimétrica. 


1. Proyección de la esfera, En la fig. 473, arriba, vieno di 
ción de una esfera on las proyecciones isométrica y dimétri 

En ambos casos la esfera so muestra con una octava parte cortada, Las 
circunferencias quo representan el contorno de les proyecciones, se han descrito: 














1 
o 





ge 


Fig. 473 


are la proyección 1sométrica con un radio igual a 1,22R, y para la proyección 
Bimétrica, con un tadío igual a 1,002, donde R os el radio 42 la esfera. En ambos 
casos las dlipses corresponden a una sección ecuatorial y a dos secciones meridio- 
nales, 


En la fig. 473, abajo y a la Izquierda, viene dada la representación de la es- 
fora on la py acción looctriós] en la parte vista de la esfera se da el punto A, 


A lo derecha se muestra la construcción de la segunda proyección aj (vénse la 
fig. 449) y la quebrada de coordenadas de tres elementos a,a51¿0p, lo que da la 
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posibilidad de determinar las coordenadas rectangulares del punto A en ol es- 
pacio. La construcción se ha efectuado suponiendo, que el plano de proyección 
Isométrica ocupa la posición frontal y que los ejes de coordonadas rectangulares 





oy 2. que forman con dicho plano ángulos Iguales entro sí, so han proyectado 
Ordo alleo esto plano, sino taniión sobre <l plano auzillar de pil Q. 80 





Plano Q 





Fig. 474 


obtiene el sistema de planos de proyección P, Q y las proyeccionos a, y ag dol 
punto dado A, con la particularidad do quo la proyección a, se ha obtónidó con 
huxilio del corte do la esfera con el plano 7. La sogunda proyección del punto 
4 también viene ropresentada por dos proyecciones az y as 

2. Líneas de intersección de un cilindro y un cono mo. En las figs. 
474 y 475 so muestra la construcción, en la proyección ísométrica, «de las líneas 
de intersección de un cilindro y un cono con planos proyectantes frontales, 
En los casos que so examinan las Líneas de intersección Son elipses. 

Ante todo, guíándonos por el dibujo, trazamos con ayuda de las coordenadas 
de los puntos A y A , las líneas de inclinación de los planos P y Q. Para construir 
los puntos de las elipses tomamos planos secantes auxiliares: para el cilindro, 
paralelamente a sus generatrices y al plano yOz, y para el cono, planos que 
pasan por:su vértice paralolamente al eje y. Estos planos vienen dados por sus 
trazas, paralelas al ejo y, sobre los planos de las bases del cilindro y el cono. 

Con tal elección de los planos auxiliares, las roctas según las cuales so cortan 
gon los planos P y 0 son paralelas al eje y; En la intersección de estas rectas con 
las generatricos del cilindro y el cono se obtienen los puntos de la olipso. 





» La construcción se ha efectuado empleando los coeficientes de reducción 
redondeados. 
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En primer lugar so deben hallar tales ps característicos como los se- 
falados en lós dibujos con las letras A ,, 4 ,, B, y E ¿, y también los obtenidos en 
as líneas de contorno en la proyección isométrica. El semieje menor de la elipso 
que se obtiene en la sección, igual a cb,, conserva su magnitud también en la 
proyección isómétrica (cb,=CB y). Pero en la proyección isométrica, el segmento 





Fig. 475 


BB, consorva su magnitud de efo menor de la elipse solamente en el plano 9, 
es decir, cuando el ángulo de inclinación de esto plano es igual al ángulo de 4 
indicado en ol dibujo. 

Efectivamente, en esto caso ol segmento 8,8, siendo paralelo al ojo 
conserva también on la proyección isométrica su posición perpendicular a 4,4 

por consiguiente, los segmentos 4,44 y 
8,8, conservan su valor de ejos o" la 
olípse. En el caso de otra inclinación del 
plano, como se muestra en ol cilindro 
jara el plano P, los sogmentos 414, y 
B2, en la proyección lsométrica. ya lo 
son los ejes de la elipse, sino sólo sus 
diámetros conjugados. 

3. Construcción de los segmentos co- 
ordenados para el punto dado en la 
ficie de un cilindro y un cono de revo- 
lución cn la proyección axonomótrica. 
En la fig. 470 so dan cjomplos para el 
cono y el cilindro en la proyección isoré- 
E trica. En todos los casos el origen de coor- 

Es denadas so ha tomado en el centro do la 
base (en el punto 0). 

Por el punto 4 dado en ol cilindro so ha trazado una recta paralela al ejo 2, 

dedo la segunda proyección e se ho trazado una recta paralela ul eje y hasta su 
intersección con el eje z. Los segmentos 07, 7a y ad permiten determinar las 
cuardenadas del punto 4 en el sistema dado de ejes do coordenados. 

Por el punto 4 dado en el cono so ha trazado una generatriz y se ha construi= 
do la segunda proyección (OB) de esta generatriz. Trazando desdo el punto A 
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una perpendicular hasta su intersección con OB obtenemos la seguada proyección 
del punto 4. Lo demás está claro del dibujo. 

En la fig. 477 se muestra la construcción de los segmentos coordenados para 
un punto dado en la superficie de un cono truncado de royolución en la proyección 
isomótrica (fig. 477, a). Supongamos que nos es conocida la sección producida 
en el cono por un plano quo pasa por el eje del cono y ol punto 8 (fig. 477, 6) 
En el trapecio obtenido se ha trazado la recta SA 134 y la cecta BO que corta 
SA en el punto K. Obtonemos que OX ; KB = 04 : ÁD. Pero esta proporción 
so conservará también en la proyección isométrica. Construyamos el cono con el 











Pig. 477 


vértico en el punto $ y la genoratriz paralela a la goneratriz del cono truncado 
(fig, 477, c). La relación OA : A1D, esidóntica a la relación OA : AD contonida 
on la proporción indicada más arriba. Ahora so pueda obtoner el punto £ sobro 
OB en la lig. 477, c. La goneratriz trazada por los puntos $ y £ determina el punto 
X (fig. 477, 4) y la proyección OF de la genoratriz a lo cual portonece el puto B. 
Do aquí obtenemos la posibilidad de determinar la segunda proyección d (fig. 
477, e) y los segmentos coordenados Bb, b1 y Ol que determinan las coordena: 
das'z y yz, 

La donstrucción indicada se da para el caso, cuando el cono no puedo ser 
construido hasta un cono completo. Si éste se puede construir, entonces la cons- 
trucción se realiza como so muestra para el cono en la fig. 477, ». o 

4. Ejemplos de construcción de las líneas de intersección de superficies de 
revolución ellíndrica y cónica entre sí. Las líneas de intersección 80 constru- 
yen con auxilio do puntos; estos puntos se hallan o bien valiéndose de sus coor- 
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Fig. 478 


donadas, tomadas de las proyecciones ortogonales, o bien haciendo uso dol mó- 
todo de planos secantes auxiliares directamento en las proyecciones axonomé- 
tricas, El último caso so muestra en la fig. 478, a—d. 

Los planos sccantes auxiliares cortan a los cilindros y conos dados sogún 
líneas generatrices. En la fig. 478, a los ejes do los cilindros se cortan, y cu la 


$ TA. EJEMPLOS DE CONSTRUC. EN LAS PROYEC. AXONOMBTRICAS — 357 


fig. 5) se cruzan. Si en la fig. 478, a los puntos A y A, fueron hallados con ayuda 
E plano secante que pasa por los ejes de ambos cilindros, en la fig. 478, 
hay que tener en cuenta ol desplazamiento a la magnitud / 

los planos secantes pasan por la recta S,Sy, y 

del cono con el vertice S, pasan por la traza de la recta S,S , sobre esto plano. En 
le fig. 478, d los planos pasan por la recta MN trazada por el vértice del cono (el 
punto S) paralelamente a la generatriz dol cilindro. 














Fig. 478 


5, Construcción de los puntos de tangencia de una circunlerencia (el contor- 
o dea proyección de jno esfera) y uma elipse, (la royección dela circunferencia 
obtenida en la esfera al coriar a ésta con un plano). En la fig. 470, a so muestra 
na osfera cortada por tres planos proyectantes: de perfil (2), horizontal 03 
frontal (5); Gulándogos por esto dibujo ss ha construido la Jroyecelón igométrica 
(tig, 479, 6) emploando los coeficientes do reducción redondeados, La elípso El, 
so ha construido como se mostró en la fig. 469, y la £l,, como en la fig. 405. La 
oy ección de la esfera se de por su contorno (una circunferencia, de radio igual a 
s22). Esta circunferencia hace contacto con la elipse El, en el punto X, y con 
la clipso £la, en ol punto Z. 
Examinemos cómo se ha hallado el punto X. Este punto so ha obtenido en la 
«jrcunferencia (ea el contorno de la proyección de la esfera), es decir, enel plano 
de proyección isométrica (P) y al mismo tiempo en la elipse £l,, es decir, en ol 








» La marcación de los puntos con letras se ha realizado solamente para los 
aclaraciones, 
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lano 7' quo corta a la esfera, Poro si este punto pertenece simultáneamente a 
Sos planos, entonces perionsco a la linea de Intersteción ds celos Planos. 

El plano do proyección isométrica, como es conocido, forma ángulos igua- 
les con los planos V, 17 y W, El triángulo de trazas do esto plano es equilétero 
(vénso la fig, 457). Hefiriondo el plano P al punto O,,, o sea, al origen de los ejes 
Jal centro de la esfera, obtenomos la posición do 1ás trazas indicada en la fig. 

E 

El plano 7 en el sistema de los mismos ejes se representará por sus trazas, 
así como se muestra on la fig. 479, d. Hagamos coincidir las figs, 470, o y 479, d 
y construyamos la línea do intersección de los planos P y 7 (fig. 479, 
MN pasa por el punto M de intersección de las trazas horizontales 
a la traza Poy, puesto que 7 |¡W (en este caso Py | Ox, por consiguiente, MN 
MN_LO 2). 


r, 








Fig. 479 


Ahora queda hallar el punto X on la intersección do la recta MN 
cgn la circunferencia quo representa a proyocción isométrica do la esfora 
ig. 479, /. 
"Para determinar la posición del Punto L (vónso la fig. 479, 0) hay que ro- 
E el plano proyectante frontal $ on el sistema de ejes axonométricos(fig. 
79, g), y luego hallar la recta de intersección de los planos P y S (fig. 479, Aj: 
esta recta pasa por el punto M, de interosección de las trazas Sp y Pa y por ol 
punto NV, de intersección do las trazas 5, y Py. El punto buscado £ So obtiene 
en la intersección de la recta M,N, con la cireunteroncia que representa la pro- 
yección isomótrica de la estera (fig. 479, 4). 
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$ 75. ALGUNAS PROYECCIONES AXONOMÉTRICAS 
OBLICUAS 


Entre las proyecciones axonométricas oblicuas detengámonos, 
ante todo, en la proyeccion frecuentemente aplicada, obtenida sobre 
un plano paralelo al plano V. Si el plano de proyección axonométrica 
P es paralelo al plano V, la dirección de proyección no debe elogirso 
paralela al plano W, puesto que las proyecciones de los ejes do coor- 
denadas ocuparán una posición, en la cual Ja representación axono- 
métrica resulta poco intituiva. La dirección de proyección debe ele- 
girso de tal manera que las proyecciones de los ejes de coordenadas 
sobre el plano P se dispongan tal como se muestra en la fig. 480. 





Fig. 480 


En esto caso, los segmentos en los ejes z y z se proyectan en verdadera 
magnitud, lo mismo que el propio ángulo 20,2; de este modo, los 
coeficientes de reducción de los ejes Ox y Opa en el plano P son igua- 
les a la unidad. En lo que se refiere al eje y, el cooficiente de reducción 
correspondiente a esto eje puede tener diferentes valores, incluyendo 
la unidad; en el último caso tendremos una proyección isométrica 
oblicua. Si el coeficiente de reducción del eje Opy no es igual a la 
unidad, entonces la proyección axonométrica oblicua sobre el plano 
P será dimétrica. 


El segmento 00, paralelo a la dirrcción de proyección, y los segmentos 
Oy y O,y doterminan al triángulo rectángulo 00, (el ángulo 'OyO, es recto). 
En electo, el segmento Oy es perpendicular al plano V, y puesto que el plano 
es paralelo al plano Y, por lo tanto, el plano P es perpendicular a y. Girando el 
triángulo OyO, alrededor del cateto Oy, se pueden obtener distintas posiciones 
del punto O, eh el plano P, con la particularidad de quo on todas sus posiciones 
el púnto O, s0 oncuentra a una misma distancia del eje y: el lugar geomótrico de 
las posiciones del punto O, será una circunferencia descrita desde el punto y 
con el radio yO. En la fig. 480 a la dorecha se dan dos do estas posiciones: Oy 
y 0; cada uno do los puntos O, y O, sirve de origen de los ejes, de los cuales los 
ejes = y z conservan su dirección, y el eje y cambia de dirección: esto se expresa 
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por la variación del ángulo a ontre los ejes axonométricos x e y. En este caso 
varía la dirección de prosección (véaso on la fig, 480 la dirección de los segmentos 
00, y 00.). El ángulo a puedo ser elegido arbitrariamente. 

Por otra parto, si se toma sobre ol plano P el origen de los ejes en el punto 
Oy sobre el segmento yO,, es decir, se toma la dirección de proyección paralela- 
mente a la dirección del segmonto 00, entonces la magaltud del ángulo. 02; 
permanece invariable, mientras que O3y/0y no es igual a la relación O,y/Oy; 
esta relación es el coelicionte de redu: » del ejo y. Por consiguiento, se pues lo 
olegir arbitrariamente tanto la magni' del coeficiente do reducción del ejo 
tud del ángulo «, con el fin de obtener la representación más 











A la proyección axonomólrica oblicua sobre un plano paralelo 
al plano V, examinada por nosotros, se le llama «proyección frontal» 
y también «proyección caballera» y «perspectiva caballera». Frecuen- 
temente se emplea el caso de proyección frontal cuando el coeficien= 
te do reducción del eje y so 
ha elegido igual a 0,5 y el 
ángulo « se ha tomado igual a 
45% a esta proyección se le 
suelo Jlamar «proyección de 
gabinete» D. 





“ESOS A] 


Fig. 481 sl Pig. 482 





En Ja fig. 481 viene dada la ropresentación de un cubo en la pro- 
yccción de gabinete. La cara anterior repite la proyección sobre el 
plano V. Por eso, la circunferencia inscrita en esta cara, en la pro- 
yección de gabinote es también una cirennferencia. De aquí se puede 
hacer la conclusión do que la proyección de gabinete, que es un mélodo 
sencillo e intuilivo de representación de cuerpos con configuración 
rectilínea, es cómoda también para los casos en que hay que operar 
con circunforencias situadas sobre planos paralelos al plano de pro- 
yccción axonométrica, es decir, paralelos al plano V, 


» Do la palabra inglesa Cabinet projectiona 
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Si hay que representar en la proyección de gabinete una circun- 
Terencia situada en un plano paralelo al plano de proyección H y al 
plano de proyección W, entonces esta circunferencia se inscribe en 
un cuadrado, se construye un paralelogramo, que es Ja proyección 
de gabinete de este cuadrado, luego se fijan en la circunferencia una 
serie de puntos y se construyen sus proyecciones. Estas estarán 
situadas sobre la elipse, que representa la proyección de la circunfe- 
rencia. 

En la fig. 482 se muestra la construcción de los puntos de la elipse, 
que representa la proyección de la circunferencia situada en un plano 
paralelo al plano H. 

Primeramente, la circunferencia se inscribe en un cuadrado y 
se construye la proyección de este cuadrado. El diámentro AC con- 
serva su magnitud y dirección (obtenemos los puntos a y c); el 
diámetro BD, perpendicular a AC, ocupará la posición bajo un 
ángulo de 45 a ac y se reducirá dos veces (los puntos b y d). Las 
cuerdas MQ y NP, obtenidas al trazar las diagonales del cuadrado, 
dan cuatro puntos más (m, q, n, p), con la particularidad de que 








mill, apa, cmo. 


Luego se ha tomado el segmento arbitrario OR y se ha trazado en 
la dirección de oa; por el punto r se ha trazado el segmento st paralelo 





Fig. 483 


a bdo igual a ST : 2. Si obtienen dos puntos más (s y 1), pertenecion= 
tes a la elipse buscada. Procediendo análogamente, se puede hallar 
una serio de puntos, por los cuales pasa la elipse. 

La construcción de la proyección de la circunferencia situada 
sobre un plano paralelo al plano W es análoga a la examinada. 

Señalemos también el caso de proyección axonométrica oblicua, cuando ol 
plano de proyección axonométrica es paralelo al plano 47 (fig. 483). Para tal dis- 
posición del plano P, el ángulo 20 ,y=90", En lo que so refiero al ojo z, obtenido 
xobre el plano P, el coeficiente de feducción correspondiente a este eje se expresa 
por la relación Oz : Oz (los segmentos Op2 y Oz representan los catetos del tri- 
angulo rectángulo 0:0, con el ángulo recto en el punto z). En los casos en que 
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go emplen esta proyección axonomélrica oblicua, la dirección de proyección se 
toma bajo un ángulo de 45" al plano 2 (0 al plano /1). En este caso el segmento 
Op: cs igual al segmento Os, es decir, el coeficiente de reducción del ojo se 
obtiene igual a la unidad y la proyección resulta isométrica. 








PREGUNTAS AL CAPÍTULO XII 
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$ 76. SOBRE LA CORRESPONDENCIA AFÍN 
Y SU APLICACIÓN A LA RESOLUCION 
DE CIERTOS PROBLEMAS 


Examínemos la correspondencia afin de los figuras situadas sobro dos pla. 
us queso cortan» sobro un plano ex el itomaa de proyección paralela. 
1 la fig. 484 los puntos A, y 8, del plano 7 se han proyectado paralela: 
mento en dirección dada por la Mos 
Arta y BB, determinan al plano proyectante que corta a los planos 7 y P 
según las rectas CB, y CB ,, convergentes en el punto € de la recta MN. 
Si so toma on el plano T cierta recta AB y, la proyección de esta rocta sobro 
el plano P, en su prolongación se encontrató 90 la línea do intorsección de los 
planos 7 y P con la propia recta 











Ay 

Y Ea proyección goralea de los pun: 
tos del plano 7" sobre el plano 2 esto- 
bleco entre estos planos cierta corres- 
pondencia: al punto 4 , on el plano 7 lo 
Corresponde el punto Á., en el plano P, 
al punto B ,, el punto 8, oto. Esta cor: 
respondencla posee las propiedades 
principales siguientes: 

1) a cada punto de un plano lo 
corresponde un punto único en el otro 
plano fla comspondeneia es biunl 
voca); 

3) si sobro una recta, pertenecien- 
to a uno de los planos, so ha estable- 
cido la existencia de dos puntos cor- FE 484 
respondientes a los puntos do la recta E. 
situada sobre el otro plano, entonces 
estas rectas corresponden una a la otra, con la particularidad de que a cada punto 
do una do estas rectas le corresponde un punto determinado de la otra recta; 

3) la recta perteneciente a uno de los planos so corta con la recta correspon- 
dionto, perteneciente al otro plano, ea un punto situado sobre la línea de Ínter- 
sección de ambos planos. 








1 Si estas rectas son paralelas a la línea de intersección de los planos, el 
punto de intersección de las rectas es un punto infinitamente alejado. 


2. 





:ha, sobre el plano P. Las rectas portate mn 
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4) la recta según la cual se cortan ambos planos, corresponde a sí misma; 

5) si las rectas de un plano son paralelas entre sí, entonces las rectas corres: 
pondientes del otro plano también serán paralolas entre sí; 

6) la relación de dos segmentos situados en uno de los planos y pertonecien- 
tes a una misma recta o a rectas paralelas entre sí, es igual a la relación de los 
segmentos correspondientes del otro plano. 

La correspondencia examinada entre dos planos, que poseo las propiedades 
enumeradas, se llama correspondencia afín o, abreviadamente, afinidad. En la 
fig, 484. los puntos d, y By son afines a los puntos Ay y Ey; la recta Aa, es 
afín a la recta 4/84. 

Si so toma en el plano 7 una figura cualquiera y en el plano P se examinan 
los puntos afines a todos los puntos do o ta figura, entonces el conjunto de los 
últimos da on el plano P una Éigura afín a la figura tomada sobre el plano 7. 

La recta MN de intersección de los planos so llama eje de afinidad. 





Fig. 485 





las 
nos abatidos, mostrada on La fig ds 
Si entre los planos 7 y P en el espacio fue blecida la correspondencia 
afín, entonces también después de abatir estos planos (fig. 485) entro los puntos, 
Tectas y figuras pertenecientes a estos planos tendrá electo la correspondon 
afín, cu: propiedades coincidirán con las propiedades de afinidad estubloci 
ds on la proyección paralela. En efecto, en aimbos casos a una linea recta lo co: 
Fresponde una recta, a un punto do una de las rectas lo correspondo un punto, 


terminado de la otra recta, la relación 


y el paralolismo de las sectas proyec 
en paralelismo de las rectas 4,4, y B,B, en 
Ahora bien, indopendientemente de di exami 
cío o en planos abatidos, las rectas afines se cortan en 
tos, correspondientes uno a otro, están situados en rectas paralelas entre sí. 
La dirección de la recta A ,4 y ahora ya no es la dirección de proyección (como 
en la fig. 484); a esta dirección la amaremos dirección de afinidad. 
Si en el dibujo de dos planos abatidos vienen dados el eje de afinidad y dos 
intos, alines uno al otro, entonces para cada punto cualquiera de la afinidad 
lada se puedo hallar su punto afín, Supongamos (fig. 486) que la recta MN es el 
ejo de afinidad, los puntos, 4 y,y A ¿son puntos afines y, por consiguiente, 414 4 
es la dirección do afinidad. Hay que Hallar el punto afín para el punto By” 
Trazamos la recta 8,4, hasta su intersección con MN: por los puntos € y Ay 
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trazamos una recta, sobre la cual hallamos el punto 2, afín al punto By, trazan: 
do la recta B,B, paralelamente a Ay4. 

Sabiendo construir los puntos afines, se puede construir una figura afín 
a cualquier figura dad 

Si la figura dad: un polígono, entonces su figura afín será también un 
polteono con la mi lad de lados, y para su construcción basta hallar 

ls puntos, afines a los vértices, y unirlos con segmentos rectilíncos, Si la figu 
dada es cutvilinea, entonces la construcción de su figura afín se electúa con oyuda 
de varios puntos do la mis xr los puntos obtenidos so traza Una curva. 

Al examinar una figurs 'a la figura dada, observamos que la mu 
delos ángulos no so conserva en goneral (végso, por ejemplo, a Lig. 49 
qua del cuadrilátero abed no son iguales a los ángulos homólogos en 

toro afín A¿B,CoDo). 
























Fig. 486 


No obstante, siendo dado el eje de afinidad A£N' (fig. 487), al par de puntos 
afines Ay y Ay y al par do rectas afines 4 ,M, y AM, que pasan por estos pun- 
tos, so puado construir otro par más de rectas afines 4 18 Ap do tal modo 
que el ángulo MA ,N, son igual al ángulo M4 4W,. Desdo ol"punto A, so hu 
lovantado una porpondicular a la recta MN y se ha construido el punto Ay do 
modo tal, que A4K=4,. Por los puntos Ay, A y M, so ha trazado una cit- 
cunferencia quo ¿orta a la recta MN también en el punto W,. Lo demós está 
claro del dibujo. 

En la correspondencia afín do dos planos, dados por ol ejo y dos puntos 
nes A y y A a, se pueden construir dos direcciones perpendiculares entre sí de uno 
de los'planós, que corresponden a dos direcciones perpendiculares entre sí. del 
otro plano. Frales dreeiones se llaman principales en la correspondencia afín 
dada. La construcción so muestra en la fig. 488. El segmento 4,4, so ha divi- 
dido por la mitad en ol punto K y por esto punto so ha trazado la perpendicular 
a AyA, hasta su intersección con MAY en el punto €. Desde el puato € se ha des- 
crito ua circunferencia por los puntos A y 4 ,. So han obtenido dos pares de 

: Ay My A2M, A1N y A4N. Los ángulos MA, N y Más N son to- 


La figura afín a la circunferencia será en general una elipse, con la particu- 
laridad de que los diámetros perpondiculares entro sí do la circunferoncía posan 
a ser los diámetros conjugados de la elipso. 

"En la fig, 489 viencn representados el eje de afinidad MN y dos puntos afines 
€, y Ca siendo el punto €, el contro de la circunferencia dada. La dirección de 
afinidad C,C, es perpendicular al ejo. Se ha construido la figura afín a la cir- 
cunferencia: la elipse con centro Cz. Los semiejes do la olipse A4C, y B4C, so 
































366 APÉNDICE 


han obtonido como rectas afines a dos radios perpendiculares entre sí 4,C y 
BC y. En el caso dado, ol ángulo recto 4,CaK, afin al ángulo recto A,C,K, se 
ba obtenido trazando la recta A ¿CAI MN, puesto que C,4,1MN. 

'n la fig. 490 so muestra la construcción de los semiejes AC, y B,C, de 
la olipse afín a la circunferencia de contro C,, cuando lo dirección de afinidad 





Fig. 489 





C1Cy no es perpendicular al 
Sxiliar, como la do la ig, 4 


oje de alinidad. So ha empleado una construcción 
y NCy, MC, y NC,, que defi A 


determinar las dirccciones principalos MCy 
dirección de los diámetros perpendiculares 





entro sí de Ía circuntorencia, que se transforman en ejes de la elipse (on la sig, 490 
[os s0- 


se muestra la construcción do 
miejes AC, y 
Si so toma cies 






proyección paralola gene- 
ral. Las trazas del plano P serán los 
ejes de afinidad: la traza Pa, para los 
planos P y MH, la traza Po, pora los 
planos P y V, y la traza Po», para los 
planos P y W. La recta situada sobro 
ol plano P, y cada una do sus proyoc- 
ciones, se cortan en las trazas corres: 
poudigntes del plano, es decir, en los 
ejes de afinidad. 
En la fig. 491 so da la construcción 
Fig. 490 del cuadrilátero ApB¿CoDo (su vista 
natural) como figura afín a la proyec» 
ción ascd. La traza Pa dol plano proyectante frontal en ol que se encnontra el 
cuadrilátero dado, sirve do eje do afinidad; la dirección de afinidad es perpen- 
dicular a Pa. Hallamos por el motódo corriente (por el método de abatimiento) 
el punto Co, afín al punto c, y luego construimos los puntos Ao, By y Do por el 
esquema indicado en la fig. 486. 
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La fig. 492 muestra que entre las proyecciones horizontal y frontal de toda 
figura plana (en el caso dado un triángulo) eziste correspondencia afín, 
Primero señalamos que las rectas que unen los puntos a y a”, b y 5',c yc”, 
son paralelas entro sí. A continuación, debo establecerse que dos rectas cuales 
quiera, correspondientes una a la otra, se cortan en una misma recta. Prolon 
mos las rectas ab y a')' hasta sú intersección. El punto ma representa simultá- 
'neamente las proyecciones horizontal y frontal de un punto perteneciente a la. 





recta AB en el espacio. La coincidencia de las proyecciones domuestra que esto- 
punto so encuentra a iguales distancias de los planos H y V. 

Lo mismo se puedo decir respecto a los puntos m, y my. La equidistancia do- 
los puntos de los planos y V permito deducir que estos puntos, perteneciondo- 








Fig. 492 


apio del triángulo ABC, se encuentran al mismo tiempo en el plano que di- 
vido al segundo y cuarto diedros (cuadrantes) del espacio por la mitad. 
En la fig. 492 este plano viene expresado por su traza Qy.- Puesto que los- 
puntos examinados deben pertenecer simultáneamente a dos planos (al plano Q 
jsi plano del triángulo ABC), entonces, es obvio que deberán estas situados so- 
xe la línea de intersección del plano del triángulo ABC y el plano Q. Esta recta, 
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encontrándose en el plano que divide al ¡ndo y cuarto diedros (cuadrantes) 
del espacio por la mitad, so representará en los planos Al y Y por una misma recta 
(las proyecciones horizontal y frontal coinciden), y, por consiguiente, los puntos 
My, 734 y my están situados sobre una misma recta, que sirve de eje de afinidad. 
Las proyecciones de toda recta situada en el plano del triángulo ABC, se cortan 
en el ejo de afinidad hallado», 

Ahora bien, las pro; iones abe y a'b'e” son afines; la dirección de afini- 
dad es perpoudicular al ejo x, el ejo de afinidad se dispone, en general, bajo cierto 
ángulo al e z. En el caso, cuando el pue de la figura dada pasa por el eje z, 
el ejo do afinidad de las proyecciones horizontal y frontal coincida con el ejo 2. 

Para las proyecciones horizontales y frontales de todas las figuras copla- 
nares, se obtiene un eje de afinidad común; en efecto, esto eje representa las pro- 
yecoiones confundidas horizontal y frontal de la línea de intersección de cierto 
plano con el plano permanente Q (fig. 492). 





queda determinada por dos 
mado los Ey E) yel 








recta está situada en el plano del triángulo ABC y es pi 
ejo de afinidad, entonces ells se corta con el eje de afinidad en ol ínfi 
dos proyecciones son paralelas al eje de afinidad, 
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riamente sobre la recta e”f', construimos el punto i afín al punto 1”; si, luego, se 
halla el punto a y se traza por 6l y por el punto £ una recta, entonces sd determi» 
nará una recta afín a la recta ef. Qued señalar el puato k en el que se cortan 
las rectas ms y ef. Este punto k es la proyección horizontal del punto de inter-= 
sección buscado, 

En la SE 494 a la derecha se muestra la resolución de este problema, pero, 










Poro en el 
rmite construl 


la figuea sección (una olípso y una circunforeneia) son 

afines si la dirección de afinidad es :ndicular al ejo z. El ejo de afinidad (la 
mes afines en la misma aliní- 

dad Lo" y lo y también aunque sea lo Araza Po y el ojo =: hallando al punto 4 

y trazando ñ 

ciendo uso del artificio mostrado en la fig. 490 hallamos per 

culares entre para la ig ección frontal No” y Mo” y para la proyección hori- 

zontal No y Mo, son ayuda de 

3 y, £ 0 sa ojo mayor, y auxili 

vérticos 5” en su eje menor, 

En la fig. 496 se examina el caso de intersección de un cono oblicuo por un 
plano, dado por las rectas que se cortan AB y BC, 

El eje de afinidad, que junto con un par de puntos afines, por ejemplo, a y 
gi jsfino la correspondencia afín, psa por los puntos m y ma do intersección 
delas proyecciones aby a de y Do, La dirección de aitidad $e perpendicular 
al ojos. 
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unen todos estos puntos con el punto Y 
Serio de rectas situadas sobrojel plano dado; las proyecciones de estas rectas son 
afines unas a las otras. 
orando un, puato en la inteseción do la proyección horizontal de la po. 
úneratriz con aquella de las proyecciones horizontales £5m,, 231 9tc,, que es afín 
a la proyección frontal de esta goneratriz, obtendremos la proyección horizontal 
del puato perteneciente a la figura de la sección producida en el cono por el plano 
dado. Por ejemplo, el punto k se ha obtenido en la intersección de las rectas sn, 
s1, hallamos oyección frontal correspondiente k* Por consiguiente, so ho 
Falládo el punto K? que está situado sobre la generatriz del cono y al mismo tiem- 
po pertenece al plano dado. 
Hallando de modo semejante una serie de puntos, obtenemos la posibilidad 
do construir las elipses que representan las proyecciones de las Jíncas do la sección. 
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4. ¿Cuálos son las propiedades principales de la correspondencia entre dos 
planos que so cortan en la proyección para 
. ¿Cómo se ll a tal corr nde 
3. ¿Qué significa ojo y dirección do afinidad? 
4. ¿A cuáles direcciones so les Uamo principales on la correspondencia afín 








dada! 

5. ¿Cuál figura es afín a la circunferencia? 

6. ¿Cómo se construyen los ajs de la alipso fín a Ja circunferencia dado, 
cuando la dirección de afinidad no es perpendicular al ejo do afinidad? 

” ¿Cómo demostrar que entre las proyecciones frontal y horizontal de cual- 

quior figura plana existe correspondencia afín? 

8, ¿En cuél caso el ej de afinidad proyecciones frontal y horizontal 
do una figura plana coincido con el ojo de proyección V/H? 
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LA EDITORIAL “MIR” PUBLICA LOS TÍTULOS 
SIGUIENTES DE MATEMATICAS: 


GOLOVINA L. 
ALGEBRA LINEAL Y SUS APLICACIONES, 


La autora de este libro, candidata a doctor en clenclas fisicomate- 
máticas, durante muchos años de docencia en la facultad de mecánico- 
matemática de la Universidad Lomonósov de Moscú. 

No obstante su pequeño volumen, el líbro contiene proble: 
fundamentales del curso de álgebra líneal, así como sus distintas 
aplicaciones, incluyendo la investigación de las curvas y superficies 
de segundo orden, la noción sobre tensores y otros problemas. 

En el libro se exponen los conceptos primordiales referentes a los 
espacios lineales y euclidianos, y transformaciones lineales; se estudian 
problemas sobre vectores y se obtlene la forma canónica de las matrices 
de las transformaciones autoconjugada y ortogonal en el espacio eucli- 
diano, dándose ejemplos básicos de la teoría de las formas cuadráticas. 

Un mérito evidente del libro es la elección acertada del material, 
en el cual se han examinado los problemas que no entran enel pro: 
grama para los estudiantes de especialidades no matemáticas, pero que 
son de clerto interés para éstos. Con ello, Jas nociones indispensables 
previas y el nivel de la exposición son tales que, al leer el texto, los 
estudiantes no encuentran ningunas dificultades. 

El libro está destinado para los estudiantes y profesores de centros 
de enseñanza superior. Tambien será de gran utilidad para los ingenio» 
ros que deseen conocer las nociones fundamentales del álgebra lineal 
mediante una fuente que no exige información previa de las matemáti- 
cas superlores. 











GORDÓN V. Y OTROS. 
PROBLEMAS DE GEOMETRÍA DESCRIPTIVA 


Este libro ha sido confeccionado de acuerdo con el material expuesto 
en el manual de V. O. Gordón “Curso de Geometria descriptiva” y es un 
complemento de éste, Sin embargo, esto no excluye la posibilidad de 
utilizar otros manuales, puesto que para la comprensión de los proble» 
mas de dicho libro solamente se exige el conocimiento de las tesís 
Tundamentales que debe tener todo manual, 

Esta recopilación demuestra el proceso para resolver los problemas 
tipo, los que aclaran las tesis fundamentales del curso de geometría 
descriptiva, dándose soluciones detalladas de una serie de problemas. 

Al final del libro se encuentran las fespuestas a los problemas 
propuestos. Estas respuestas se dan en forma textual o gráfica, on 
función del carácter de los problemas. 

La selección de problemas según su cantidad y contenido garantiza 
la debida fijación del material teórico del curso gener: «'e gcomelría 
descriptiva. 

En el compendio los problemas sobre geometría descriptiva han 
sido elegidos según el programa para los estidiantes de especlalidades 
de construcción de maquinaria, de aparatos y mecánico-lecnológicas de 
los centros de enseñanza técnica superior. 








POGORÉLOV A. 
GEOMETRÍA ELEMENTAL 


El autor del presente manual A. Pogorélov es profesor de la 
Universidad de Járkov, miembro correspondiente de la Academia de 
Ciencias de la URSS, laureado con el Premio Lenin. 

Este libro es una modificación substancial de dos libros del mismo 
autor ya editados: “Planimetría (1969) y “Estereometría (1970). Ante 
todo, se presta la mayor atención a la axiomática. Además, el manual 
contiene una exposición elemental, pero muy estricta, de la estereo- 
metría. De una forma preclara se explica la temática sobre el área de 
la superfície, Muchas demostraciones han sido mejoradas y simplili- 
cadas, lo cual facilita la aplicación del manual en las escuelas. 

Cada párrafo termina con un cuestionario, que facilita la repeti- 
ción del material, y ejercicios que permiten controlar la asimilación 
de cada apartado. 

Este libro se recomiendo para los estudiantes de las escuelas 
pedagógicas superiores, profesores, así como para los alumnos de las 
escuelas de enseñanza secundaria. 








